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INDLEDNING. 


Eftp:r  at  der  for  de  egentlige  lagttagelsesfejl  var  opstillet  den  efter  Gauss  benævnte  be- 
rømte Fejllov,  har  en  stor  Mængde  Mathematikere  i  Tidens  Løb  arbejdet  paa  at  begrunde 
den  og  udlede  den  med  det  mindst  mulige  Antal  Forudsætninger.  Den  er  paa  de  forskel- 
ligste Maader  bleven  begrundet  af  Mænd  som  Laplace  i),  Bessel"),  Crofton  \  Tait  ^)  og  i  de 
allersidste  Aar  af  f.  Ex.  Pizetti^),  Charlier'^),  Hausdorf^)  og  Bernstein^]  for  kun  at 
nævne  nogle  faa  af  de  Mænd,  der  ved  deres  Arbejder  har  bidraget  til  at  belyse  den 
nævnte  Lov  og  fastslaa  dens  Rækkevidde.  Saa  at  sige  alle  de  nævnte  Forskere  er  kom- 
met til  det  Resultat,  at  den  Gaussiske  Fejllov  kun  kan  siges  at  være  en  —  ganske  vist 
i  Reglen  udmærket  —  Tilnærmelse,  der  for  egentlige  Maalefejl  bliver  bedre  og  bedre, 
jo  fuldkomnere  Instrumenterne  bliver,  saaledes  at  den  nu  opfylder  alle  de  Fordringer, 
man  i  Praxis  kan  stille  til  en  F"ejllov,  hvor  det  kun  gælder  om  Fejl  i  dette  Ords  egent- 
lige Betydning.  Saalænge  derfor  Loven  kun  blev  anvendt  paa  astronomiske  Maalefejl, 
var  der  ingen  Anledning  til  at  søge  at  forbedre  den,  og  det  var  først,  da  Biologien  be- 
gyndte at  benytte  sig  af  mathematiske  Methoder,  at  man  fik  Øjet  op  for,  at  der  kan  optræde 
Fordelinger  af  lagttagelsesresultater,  der  afviger  endda  i  meget  høj  Grad  fra  den  Gaussiske 
Fejllov.  Det  var  Quetelet,  der  indførte  exacte  Maalinger  i  Anthropologien,  og  her  paa- 
viste  ved  en  Række  Exempler,  at  den  ved  den  Gaussiske  F"ejllov  givne  Fordeling  med  meget 
stor  Tilnærmelse  passede  paa  en  Mængde  anthropometriske  Maalinger  f.  Ex.  af  Højde  og 
Brystomfang  af  en  stor  Mængde  Individer  og  meget  andet.  Nu  tog  Undersøgelserne 
Fart,  og  en  ikke  ringe  Mængde  Erfaringsrækker  blev  samlede,  der  passede  mere  eller 
mindre  godt  med  den  Gaussiske  Fejllov.  Denne  kom  nu  desværre  til  at  virke  som  en 
Prokrustesseng,  hvori  alle  tænkelige  Iagttagelser  skulde  passe  ind;  Autoritetstroen  var 
bleven  for  stor  til,  at  man  kunde  frigøre  sig  for  den  Tvang,  den  Gaussiske  Fejllov  øvede, 
og    navnlig    havde    man  meget  vanskeligt  ved   at  forlige  sig  med  Tanken  om    »skæve« 


for  disse  og  en  Række  andre  vil  man  finde  Kilden  og  Referat  i  Czuhers  udmærkede  Monografi : 

»Theorie  der  Beobachtungsfehler«. 


')  Laplace 

•)  Bess  el 

')   Crofton 

')   Tait 

■')  Pizetti 

")  Charlier:     En  Række  Afhandlinger  i  Arkiv  for  Matematik,  Astronomi  och  Fysik.     Fra   Bd.  2  til  n 

')  Hausdorf:    Leipziger  Berichte,   1901,  p.   166 — 17S. 

*)  Bernstein:  Math.  Annal.   Bd    64,  p.  417 — 448. 


Fejllove.  I  Tyskland  var  det  Fechner,  der  med  sin  »zwekspaltiges  Gesetz«  først  brød 
med  Forudsætningen  om  Symmetri,  hvorved  han  opnaaede  at  kunne  fremstille  en  stor 
Række  Iagttagelser,  der  kun  daarligt  lod  sig  fremstille  ved  den  Gaussiske  Fejllov.  Hans 
Arbejde  blev  fortsat  af  Lipps  og  Bruns,  hvilken  sidste  navnlig  har  gjort  et  stort  og  for- 
tjenstfuldt Arbejde  ved  at  give  en  næsten  fuldstændig  Theori  for  de  saakaldte  Frequens- 
kurver  (Tyskerne  betegner  denne  Theori  med  Ordet  Kollektivmasslehré)\  Bruns  har  saa- 
ledes  med  meget  faa  Forudsætninger  paa  en  yderst  genial  Maade  benyttet  Rækkeudvik- 
linger efter  de  Afledede  af  den  Gaussiske  Fejllovsfunktion  til  Fremstilling  af  vilkaarlige 
Frequenskurver,  og  han  har  givet  en  stor  Mængde  praktiske  Methoder  til  at  udføre  Be- 
regningen paa  den  simpleste  og  sikreste  Maade.  I  Danmark  har  Thiele  indført  den 
samme  Række  som  den.  Bruns  har  udledet;  han  har  dog  aldrig  brugt  den  til  noget,  og 
Thieles  Arbejde  paa  dette  Omraade  har  ikke  haft  nogen  nævneværdig  Betydning,  idet 
han  helt  og  holdent  fortabte  sig  i  Betragtninger  af  de  af  ham  indførte  symmetriske 
Funktioner  af  Gentagelsesresultaterne,  som  han  kaldte  Halvinvarianterne .  Ganske  vist 
har  disse  Størrelser  Egenskaber,  der  gør  dem  vel  skikkede  til  at  repræsentere  Gentagelses- 
rækker,  men  paa  den  anden  Side  er  det  dog  ogsaa  af  yderste  Vigtighed  at  kunne  »regne 
tilbage  til  Iagttagelserne«,  og  denne  Side  af  lagttagelseslæren  har  Thiele  næsten  ganske 
forsømt.  Saaledes  findes  der  i  hans  Theory  of  Observations  kun  Fragmenter  og  Antyd- 
ninger om,  hvorledes  man  bør  bære  sig  ad;  Rækken  efter  de  Afledede  af  den  Gaussiske 
Fejllovsfunktion  er  ganske  vist  opstillet,  og  han  anbefaler  den  ogsaa  ved  en  yderst  kort 
Omtale  af  Pearsons  Undersøgelser,  men  han  har,  saa  vidt  vides,  aldrig  brugt  den  til 
noget ;  ej  heller  har  han  givet  nogensomhelst  Begrundelse  for  den.  I  det  hele  taget  fore- 
kommer det  mig,  at  hans  Bøger  over  disse  Æmner  er  altfor  fragmentariske  til  at  gøre 
virkelig  Nytte;  selv  Halvinvarianterne,  der  dog  er  mest  indgaaende  behandlet,  staar  saa 
mærkeligt  isoleret  og  optræder  tilsyneladende  ganske  umotiveret,  idet  det  ikke  er  muligt 
at  se,  hvorledes  Thiele  er  kommen  til  dem,  eller  hvorfor  de  overhovedet  optræder.  I 
den  Retning  staar  Hausdorf  langt  højere,  idet  han  i  en  meget  smuk  Afhandling  paa  en 
fuldstændig  naturlig  Maade  har  indført  nogle  Størrelser,  som  han  kalder  ^kanonische 
Parameter  li,  og  som  netop  er  identiske  med  Thieles  Halvinvarianter,  hvorved  han  atter  har 
udledet  den  flere  Gange  nævnte  Række  efter  de  Afledede  af  den  Gaussiske  Fejllovs- 
funktion. Senere  har  forskellige  Tyskere  f.  Ex.  Vera  Myller-Lebedeff'^),  Mises'^)  og 
Alfred  Berger  '^)  arbejdet  med  denne  Række  og  navnlig  undersøgt  Existensforholdene, 
hvorved  Spørgsmaalet  er  blevet  det  rent  funktionstheoretiske  om  Udvikling  af  vilkaarlige 
Funktioner  i  Række  efter  foreskrevne  (her  Hermiteske  Polynomier).  Man  har  her  benyttet 
sig  af  Theorien  for  de  Fredholmske  Integralligninger,  og  ved  de  af  Schmidt  og  Hilbert 
givne  Sætninger  givet  en  hel  Del  Bidrag  til  Løsning  af  Konvergensspørgsmaalet,  uden  at 
dette  dog  kan  siges  at  være  endelig  løst. 

Foruden  den  Gaussiske  Fejllov  var  der  allerede  af  Poisson  ^)  opstillet  en  anden  For- 
deling,   der   optraadte   som  Grænseform  for  det  i> Bernoulliske   Urneskema«.,    naar  det  be- 


')    Vera  My  Iler- Lebedeff:  Math. Annal.  Bel. 64, p.  388-416.  Forf.er  formodentlig  Russer,  men  har  arbejdet  i  Gottingen. 

*)  Mises:  Jahresber.  der  Deutsch.  Math.  Verein.  Bd.  XXI  (1912)  p.  9  ff, 

*)  Alfred  Berger:  Monatshefie  flir  Math.  u.  Phys.  XXVI  Jahrg.   191 5,  p.  91  — 112. 

*)   Poisson:    Recherches  sur  la  probal>ilité  des  jugements,   p.   206. 


tragtede  Fænomen  havde  en  meget  ringe  Sandsynlighed;  denne  Grænseform  blev  indgaa- 
ende  behandlet  af  v.  Bortkiewicz,  der  med  sin  Bog :  Das  Gesetz  der  kleinen  Zahlen  gav 
et  vægtigt  Bidrag  til  den  mathematiske  Statistik. 

Skønt  der  saaledes  i  Tyskland  er  gjort  et  stort  og  betydningsfuldt  Arbejde  for  at  skabe 
en  virkelig  velbegrundet  og  brugbar  Theori  for  FejUovsfunktioner  af  een  Variabel  i  Ordets 
videste  Forstand,  eller  for  Læren  om  Frequenskurver ,  som  det  nu  hyppigt  betegnes, 
skulde  det  dog  mærkeligt  nok  ikke  blive  fra  Tyskland,  men  derimod  fra  England,  »For- 
nyelsen« af  den  klassiske  Sandsynlighedsregning  skulde  komme.  Det  var  nemlig  først, 
da  Pearson  i)  fremkom  med  sine  berømte  Kurvetyper,  der  var  saa  simple  i  Anvendelsen, 
at  enhver  Biolog  kunde  bruge  dem  —  og  misbruge  dem  — ,  at  Frequenskurverne  tiltrak 
sig  almindelig  Interesse.  Ganske  vist  har  hele  Pearsons  Theori  kun  heuristisk  Betydning 
og  lader  overordentlig  meget  tilbage  at  ønske  baade  i  theoretisk  og  i  praktisk  Henseende, 
men  den  har  givet  Stødet  til,  at  der  blev  arbejdet  paa  de  herhen  hørende  Omraader,  og 
Pearson  har  ved  sin  mægtige  agitatoriske  Evne  og  de  til  hans  Raadighed  staaende  betyde- 
lige Pengemidler  faaet  dannet  en  Skole  af  fanatiske  Tilhængere,  en  Skole,  der  har  gjort  et 
uhyre  Arbejde  med  at  indsamle  og  bearbejde  Materiale  fra  alle  tænkelige  Egne  af  Viden- 
skaben; Bearbejdelsen  er  i  de  fleste  Tilfælde  meget  lidt  værd,  men  Indsamlingen  af 
Materialet  har  naturligvis  sin  store  Betydning;  og  derved,  at  der  i  det  hele  taget  er 
kommen  Fart  i  Arbejdet,  skylder  Videnskaben  Pearson  en  Del.  Paa  den  anden  Side 
kan  man  desværre  ikke  nægte,  at  Pearson  er  ret  ensidig  i  sin  Theori,  og  da  han  ube- 
tinget —  og  meget  ubehersket  —  forkaster  alle  andre  Forskeres  Arbejder,  der  dog  hyp- 
pigt staar  højt  over  hans  egne,  støder  han  hyppigt  an  og  fremsætter  Ting,  der  ikke  kan 
bestaa  for  en  videnskabelig  Kritik.  Maaske  kan  dette  paa  Grund  af  den  betydelige 
Produktion,  der  udfoldes  af  Pearson,  ikke  være  anderledes;  men  det  forekommer  mig,  at 
man  har  været  noget  for  tilbøjelig  til  at  overse  de  Arbejder,  der  er  udført  af  saa  betyde- 
lige Forskere  som  Bruns  og  Edgeworth,  Forskere,  hvis  Arbejder,  hvad  videnskabelig 
Stringens  angaar,  staar  langt  over  Pearson.  Edgeworth  '^)  har  givet  flere  geniale  Udled- 
ninger af  den  før  omtalte  Række,  hvorved  han  paa  meget  væsentlige  Punkter  er  gaaet 
langt  videre  end  sine  Forgængere. 

Medené  saaledes  den  førnævnte  Række  —  i  det  følgende  med  Charlier  betegnet 
som  Type  A  —  er  behandlet  ret  indgaaende,  er  dette  ikke  Tilfældet  med  den  af  Charlier 
som  Type  B  indførte  Række,  der  gaar  frem  efter  Dififerenser  af  den  førnævnte  Poissonske 
Funktion.  Denne  Række  er  opstillet  af  Charlier,  der  derved  vilde  fylde  et  Hul  i  Laplaces 
Deduktion,  men  den  er  hidtil  ikke  i  nogen  synderlig  Grad  gjort  til  Genstand  for  Under- 
søgelse, hvorfor  den  i  nærværende  Afhandlings  to  første  Kapitler  skal  gøres  til  Gen- 
stand for  nærmere  Omtale. 

Det  vil  af  det  foregaaende  formentlig  fremgaa,  at  vi  for  Frequenskurver  besidder  en 
ret  udformet  Theori,  der  formaar  at  løse  de  Opgaver,  som  Praxis  frembyder,  idet  man 
altid  har  Midler  til  at  regne  tilbage  til  Iagttagelserne.  For  Funktioner  af  mere  end  een 
Variabel   er  noget   lignende   saa   at  sige   aldeles   ikke   Tilfældet,    og  Korre lationstheorien 


*)  Pearson:    Har  skrevet  en  stor  Mængde  Afhandlinger,    dels  i  London  Phil.  Trans.,    dels  i  Biometrika,    der 

udelukkende  er  et  Organ  for  Pearson  og  hans  Tilhængere. 
*)  Edgeworth:    Cambridges  Phil.  Trans.  Vol.  20  (1904)  p.  36—65,   113  — 130  og  Appendix. 
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staar  derfor  endnu  paa  et  saare  lavt  Trin.  I  Virkeligheden  er  man  i  Retning  af  at  op- 
stille Funktioner  for  flere  Variable  ikke  kommet  udover  Bravais  ^)  Arbejder,  og  Yule  2) 
mener  endog,  at  det  vil  være  umuligt  paa  Grund  af  den  store  Mængde  »Typer«,  der  vil 
frembyde  sig,  at  danne  en  lignende  Theori  for  to  Variable  som  den,  man  har  for  een 
Variabel.  Hele  Korrelationstheorien  anvendes  i  Almindelighed  paa  den  Maade,  at  man  danner 
sig  et  Tal,  Korrelationskoefficienten,  om  hvis  Betydning  man  i  Reglen  ikke  kan  gøre  sig 
nogen  klar  Forestilling;  kommer  det  højt,  tager  man  ogsaa  Hensyn  til  dette  Tals  Middel- 
fejl, men  om  at  undersøge,  om  dette  Tal  nu  ogsaa  er  tilstrækkeligt,  eller  om  Forudsæt- 
ningerne for  at  anvende  en  saadan  Fremgangsmaade  i  det  hele  taget  er  tilstede,  derom 
bekymrer  man  sig  i  Reglen  aldeles  ikke.  Der  er  derfor  yel  næppe  nogen  mathematisk 
Theori,  der  er  bleven  saa  grundigt  misbrugt  som  Korrelationstheorien,  ja  misbrugt  førend 
den  endnu  ret  var  bleven  til.  I  Virkeligheden  foreligger  der  endnu  kun  et  Tilløb  til  en 
Theori,  men  ganske  uden  System;  og  vi  skal  nu  i  denne  Afhandling  gøre  et  Forsøg 
paa  at  opstille  de  forskellige  Typer  for  Frequensfunktioner  af  to  Variable  og  derigennem 
forsøge  at  danne  et  Grundlag  for  en  systematisk  Korrelationstheori.  Naturligvis  kan  der 
kun  være  Tale  om  at  danne  et  Grundlag,  thi  Opgaven  er  saa  uhyre  omfattende  og 
uhyre  vanskelig,  at  man  kun  gennem  manges  flittige  og  maalbevidste  Arbejde  kan  haabe 
at  naa  et  brugbart  Resultat.  Kan  nærværende  Afhandling  give  Stødet  til,  at  andre  tager 
fat  paa  denne  Opgave,  da  vil  Hensigten  med  den  være  naaet. 

')  Bravais:    Mém.    pres.   par   divers   savans.    å    l'Acad.    royale    des   scienccs   elc   l'Iiisl.    de   France,      Tome  IX 

(1846)  p.  255-332. 
'•')   Yule:  An  Introduction  lo  the  Tlicory  of  statislics,  ]).   165. 
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I. 

DE  CHARLIERSKE  FREQUENSKURVER. 


§  I.  Til  Forstaaelsen  af  det  følgende  vil  det  vise  sig  heldigt  først  at  give  en  kort 
Oversigt  over  de  af  Charlier^)  indførte  to  Typer  af  Frequenskurver.  Charlier  har  vist, 
at  naar  man  gaar  ud  fra  Theorien  om  Elementarfejl,  vil  enhver  Frequenskurve  (eller  Fejl- 
kurve) kunne  fremstilles  paa  en  af  de  følgende  to  Maader,  ved  en  Rækkeudvikling,  som 
Charlier  har  kaldet  henholdsvis  Type  A  og  Type  B.  Rækkerne  af  Type  A  har  som 
Udviklingsfunktion  den  Gaussiske  Fejllovsfunktion 

_  (a--XiF 

(i)  fp  [x)  =  e      2^2   ^ 

og  Udviklingen  af  den  vilkaarlige  Funktion  F{x)  er  den  følgende: 

(2)  Fix)  =  /^o9  W-n^^9  W  +  l^^^cp  W 1-  ^'/^nZ?;jcp(^)  +•  •  •  • 

Bestemmelsen  af  Konstanterne  k  er  et  saare  simpelt  Problem,  som  vi  ikke  her  behøver 
at  beskæftige  os  med,  da  det  allerede  er  løst  af  Thiele  2),  Brmis  ^)  og  en  Del  flere 
Mathematikere. 

Rækkerne  af  Type  B  har  som  Udviklingsfunktion 


x)  = e^  ^" 


(3)  T^x  [x]  =  -^  I  e^  ^""^  cos  [A  sin  co  —  xv)\  dio, 
og  Udviklingen  af  F{x)  er: 

(4)  F{x)  =  k,  i|)x  (;.;)  -  ^  ^^y  (;^)  +  |?-  A^ i},,  (^)  +  .  .  .  .  +  ^^  k,  A"  i})^  [x]  + 
hvor  Symbolet  A  betegner  en  Differens: 


*)  Charlier.   Arkiv  for  Matematik,  Astronomi  och  Fysik.    Bd.  2,  Nr.  8,  Nr.   15.    Bd.  4,  Nr.    13. 

"'')   Thiele:  Theory  of  Observations. 

*)  Bruns:   Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Kollektivmasslehre. 


Ai|).\  {x)  —  i|).\  [x]    -  4)a  [x  '—  I) 

(5)  {    A2i})a(^)  =  ^^(x)  —  2^^[x—   i)  +  ^^{x—2). 

Funktionen  i|)x  [x)  er  øjensynlig  en  hel  transcendent  Funktion  i  de  to  Variable  x  og  X, 
og  kan  følgelig  udvikles  i  Række  efter  voksende  Potenser  af  X.  Charlier  har  givet 
følgende  Rækkeudvikling: 

/^\       I    /    \      e-^'^xxv'RX  /I  X  ,  X2  I    /        V,        ^"         I  I 

(6)  ,|,,(^)  =  -_— ;____^_^  +  -^_^-....  H-.r,,,^j_:^+----}, 

hvoraf  straks  ses,  at  i})^  (^)  forsvinder  for  x  negativ  hel,  medens  den  for  x  lig  med  det 
positive  hele  Tal  r  antager  Formen 

(7)  ^aW^^tt' 

en  Form,  der  allerede  er  betragtet  ?iS.  Poisson^)  og  v.  Bortkiewicz'^),  hvilken  sidste  har  vist, 
at  denne  F'unktion  har  den  Egenskab,  at  baade  dens  Middeltal  og  Middelafvigelses  Kva- 
drat   er    lig   med   X.     Charlier   har  kun  benyttet  den  specielle  Form  (7)  som  Udviklings- 
funktion,   og  han  har  næppe  lagt  Mærke  til,    at  den  almindelige  F"orm  (3)  er  simplere  at 
operere  med  end  den  specielle  (7). 

Det  er  ikke  lykkedes  Charlier  at  finde  nøjagtige  Værdier  for  Koefficienterne  k,  idet 
han  har  maattet  gøre  Brug  af  Tilnærmelsesformlen 

(a)  CoS  (;fco  +  cf  F  (:rco  ■\-  c)  —  Hx^  F  [x\ 

hvor  X  antager  alle  hele  Værdier  fra  —  00  til  +  00,  en  Formel,  der  hyppigt  er  meget 
lidt  rigtig. 

I  en  Afhandling  3)  har  jeg  tidligere  vist,  hvorledes  man  uden  at  betjene  sig  af  Til- 
nærmelsesformlen (a)  kan  finde  de  exakte  Værdier  af  Koefficienterne  k,  ikke  alene  for 
i})a  {x\  men  ogsaa  for  den  mere  almindelige  Funktion 

e~^   C 

(8)  d-A,  ^  (:v)  = I  é*^  *=""  ^  cos  [x  sin  co  —  x^\  ^co, 

der  ogsaa  er  indført  af  Charlier,  som  dog  ikke  har  gjort  noget  som  helst  ved  den,  men 
har  nøjedes  med  at  betragte  det  før  nævnte  specielle  Tilfælde  af  i})x  {x).  For  Forstaa- 
elsen  og  Behandlingen  af  Korrelationsproblemet  vil  det  være  nødvendigt  at  give  et  kort 
Resumé  af  den  nævnte  Afhandling.     Vi  sætter 


^)  Poisson:    Recherches  sur  la  probabilité  des  jugements,  p    206. 

*)  V.  Bortkiewicz:  Das  Gesetz  der  kleinen  Zahlen.  Her  findes  eii  lille  Tabel  over  i|';^(;c);  en  større  Tabel  findes 

i  Biometrika,  Bd.   10.     April  19 14. 
"}  ymrgensen:  Arkiv  for"  Matematik,  Astronomi  och  Fysik.    Bd.   10.    Nr.   15. 


/{x)=^e^»,.^{x). 


indfører  de  to  nye  Variable 


og  faar  da  let: 


a  =  |{X  +  X)  ^  og     p  =  ^  (X  -  X) 


^/^-^-/(.-O;    ^-#-/(.+  0 


da« 


^P 


"^-/(--^);  '^=/W;  W-fi^-^^) 


()ab^ 


d^^ 


Nu  er  imidlertid 


a>oo  (^)  = 


sin  Ttx 


nx 


sin  TTJt" 

og  følgelig /(^  + /-)a=()  =  (-  i)'"—    TT^'    hvoraf    man    umiddelbart    faar    den    følgende 
Maclaurinske  Rækkeudvikling  af  Funktionen  \^\,y^[x) 

\  —  X        I      \ 


(9), 


é-  ^sin  zix  {  \  I    /X  +  X        I 

71  y  X  I  !   \       2         X 1 


2         X  -\-  I 


J_//XH-x\2     I  x_[-xX  — X    I     I    /^  — 't'^^        I 

2!  \l       2       I  X—2  '       2  2^*;^      '~r     2       /    '  X-[-2 


I   //X+xv^     I 


+ 


...I 


\-^       I  ,         /X  +  X\2/X—  X\         I  ,         /X  +  x\/X— X\2      I         ,    /X— X\3     I      \ 


Heraf  faas  straks  for  X  =  x  Formlen  (6).     For  X  =  +  r,    hvor  r  er  et  helt  Tal,   faas 
endvidere  af  (9) 

l.r.\  q.     /X   \         J    '    A+'^V.  ^        A+'<\''+'ATx\',  1         /X  +  X/+VX  +  X\^      \ 


der  for  X  —  X  straks  giver  de  af  Charlier  fundne  Resultater; 


^,\(-^)  =  0,      tj)x(+^)  = 


r\ 


Man  ser  let,  at  Rækken  i  (10)  er  en  Cylinderfunktion  af  første  Art  med  det  imaginære  *) 
Argument  yx'^  —  X^  og  Parametren  x,  og  en  Omordning  af  Leddene  i  (9)  vil  let  give  os 
følgende  Udtryk  for  ^  ved  Cylinderfunktioner: 

^)  Det  fremgaar  af  hele  den  Maa<le,  hvorpaa  (8)  er  afledet,  at  x^.\   og   A  >  o 


-^sin:r;trJyo(fx2  — X2)         ^ 


(loa)    K.{x\^  -  -^—\^''~ — ^-+/,v     -M  '        ,      I  hr2-~'mr 


2^< 


^  ^,.  ^ (X  +_xx  ^  (X  -  xr ^  r  (y>c^  x-'')| 


Charlier  har  -fremsat  den  Formodning,  at  Udtrykket 


^a(^) 


^-'^  X^ 


f-^X^ 


;ir!  r(;r+  i) 


skulde  være  almengyldigt,    ogsaa  naar  x  ikke  er  positiv  hel.     De  følgende  Formler,    der 
skyldes  Niels  Nielsen'^)  viser,  at  dette  ikke  kan  være  Tilfældet: 


;iob) 


-  /•  il  ,    

^A  cos  CO  cos  [x  sin  CO  —  .rco]  a^ra  =  e'^  J'^  (Vx^—  X^)  [  1 A  +  ^T 
,    ^'^^  sin7i;v  f         ,  ,,  ,   >       ^  ,  ,w   ,  / 

^  J 

•^  O 

hvor  sh  og  r^  betegner  Hyperbel  funktioner.     For  X  =  x  haves 


(10  c) 


e-^  sin  Tix 


^a(-^) 


^~^  sin  ;tji:   f 
^"      J 


•W.y        at  (ji;)  >  o 


^-Ae-H-rs^/j-         SR  (;»;)  <  Q. 


I  I 


For  Differentialkvotienten  af  \,  x  [pc)  faas  let  følgende  Udtryk : 

•  ^hiÆ.  =  ^ (<)>,^  (^  +  I) -  2^s.,.,  w  +  fl',,,  (^-  I)) 


5x 


Udtryk,  der  vil  være  os  nyttige  i  det  følgende. 

§  2.  Som  det  er  almindelig  bekendt,  har  Thiele  2)  indført  et  System  af  Konstanter, 
kaldet  Halvinvarianterne,  i  lagttagelseslæren.  Disse  Størrelser  Xy  er  definerede  ved 
Identiteten 

Al      ,  A2  ^v    ..  /•+  ==  ^+  » 

(12)  e^  ' 


,1!        2!  ^ 


'■  ■  \cp  {x)dx  =  \  e'''  9  [x)  dx, 


hvor  ep  (.a;)  er  Fej  Hovs  funktionen.  Af  disse  Halvinvarianters  Egenskaber  skal  her  frem- 
hæves, at  Xv  =  o  for  V  >>  2,  hvis  ep  [x)  er  den  Gaussiske  Fejllovsfunktion,  i  hvilket  Til- 
fælde \  er  det  arithmetiske  Middeltal  og  X2  Middelfejlens  Kvadrat.  En  anden  vigtig 
Egenskab,  der  senere  vil  blive  os  nyttig,  er 


^)  Niels  Nielsen:  Handbuch  der  Theorie  der  Cylinderfunktionen,  p.   I2I. 
")    77iiele:  Theory  of  ob'^erv.ntions,  p.  24  ff. 


'^^'  •   ^   [ax-]-  b)  =  a^\y{xl       v>i, 


Vi 


der  angiver,    hvorledes  Halvinvarianterne  ændrer  sig,  naar  man  indfører  en  ny  Enhed  og 
et  nyt  Nulpunkt  for  Iagttagelserne. 

Det  vil  nu  være  let  for  os  at  bestemme  Halvinvarianterne  for  P'unktionen  ^},,^[x)  og 
følgelig  for  F{x),  thi  vi  behøver  blot  at  finde  Værdien  af  Integralerne 


(H) 


for   n   lig   med    alle  positive   og  negative  hele  Værdier,    og  indføre  de  fundne  Værdier  i 
Identiteten  (12). 

Sættes  n  =  o,  faar  man 

(15)  y  —  —  Lr"-^  ^.ir     t'^ '^='*"  cos  [x  sin  co  —  xm]  dm, 

•I    -  X  •'o 

der  differentieret  partielt  m.  H.  t.  X  og  x,  let  giver 

hvoraf  man  umiddelbart  finder  de  følgende  Udtryk  for  Integralet  jf: 

y=cp(x).^^^'^-^^'~^-^* 

hvor   ep   og  /  er  arbitrære  Funktioner  af  x  resp.  af  X.     Man  faar  nu  uden  Vanskelighed 


f(\)  =  ce^'"'*'-'-'\ 

hvor  c  er   en  Konstant,    der    ved    den    specielle  Værdi  X  =  x  og  Ligning  (6)  let  faas  at 
være  lig  med  Enheden,  saa  at  man  har 

Sættes  T  =  o,  faas 

.+  = 

(17)  \^^,^{x)dx=  I. 


•'  — < 


lO 

Indsættes  nu  i  (12),  faas 

TT  ^  +  ^  ^'  +  ^ ^'+  ••••=*  ^  (^^  i-  ^-^  -  2)  +  i  X  [e^  -  e-% 

Udvikles  højre  Side  efter  Potenser  af  t,  og  sættes  Koefficienterne  til  de  samme 
Potenser  af  t  paa  begge  Sider  af  Lighedstegnet  lig  med  hinanden,  faas  let  det  følgende 
meget  interessante  Resultat: 

(       \    =    X^     =    X4     =^    X,;     = X2,,    = 

der  viser,  at  ^  Funktionens  Halvinvarianter  falder  i  to  Grupper,  hvis  Medlemmer  alle  er 
ligestore.  For  X  ::=  x  er  alle  Halvinvarianter  ligestore,  hvad  der  giver  en  Udvidelse  af 
V.  Bortkiewicz  s  Resultat  i). 

§  3.     Vi  kan  nu  finde  Værdien  af  Integralet  Jn,  der  let  indses  at  være 

(18  a)  yn  =  ^-'"-y, 

saaledes  at  vi  til  Bestemmelse  af  Konstanterne  k  faar  Identiteten  {k  har  her  en  noget 
anden  Betydning  end  i  Formel  (4)) 

"  =  +  ="  \      \ 


y^[-iT^e'^^  =  k,-e^ 


n=  —  X 


Vi    foretrækker    imidlertid    at   indføre    centrale    Differenser   og   disses    Middeltal,    hvorved 
faas,  naar  vi  indfører  Værdien  af  y: 


:i9) 


1  !      2 


t  XX  h  1  '^  '^  XX  1  XX 

+  -\ {e~  ''  —  e'^Y  —  "r  —  (^^^  +  ^"^ )  (^~  ^  —  ^^Y  +  ^ {e~ '^  -  e^f  -f- 
2!  312  4! 


Udvikles  nu  paa  begge  Sider  af  Lighedstegnet  efter  Potenser  af  t,  og  sættes  Koef- 
ficienterne til  de  samme  Potenser  ligestore,  faar  man  det  følgende  Ligningssystem  til  Be- 
stemmelse af  Konstanterne  k: 
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■  /^o  [K  - 

-y.)^ki 

k,  {{\ 

—  x)^   }-  X.^  ~  \)  =  k^ 

K  (c^i 

-  y-Y  +  3  ^\  —  50  ^;  —  '^)  -f  X,  —  X)  =  /^i  +  /^, 

k,  ((X, 

-  x)i  -f  6(Xi  - x)2  (X,  —  X)  +  4  (Xi  —  X)  (X,  -  X)  +  3  (X2  — X)2+X,  -X)  ^  /(.-^  -f-/^,. 

k,  ((X, 

—  xr  +  10  (Xi  -  x)'nX.,  —  X)  +  15  (Xi  -^  X)  (X,  —  X)2  +  10  (X,  —  x)2  (X3   -  X) 

+ 

10  (Xg  —  X)  (X,  -  X)  +  5  (Xi  —  X)  (X,  —  X)  -h  X,  —  x)  =:  /^i  +  6/&3  +  k-^ 

h  ((Xi 

-  xY>  +  1 5  (Xi  —  x)^  (X,  —  X)  +  45  (Xi  —  xy  (X,  —  X)2  -f  20  (Xi  -  %)■'  (X3  —  X) 

+ 

1 5  (X,  -  X)'-'  +  60  (Xi  —  X)  (X^  -  X)  (X3  —  X)  -f  1 5  (Xi  —  x)2  (X,  -  X)  +  10  (X3  —  x)^ 

^- 

1 5  (X2  —  X)  (X4  —  X)  +  6  (X,  —  X)  (X,  —  X)  -f  X,  —  X)  =.  X',  +  5/^4  +  ^« 

hvoraf  man  for  de  første  Koefficienter  faar  de  følgende  Værdier : 

^)    Thiele  har  givet  specielle  Tilfælde  heraf.  Theory  of  Observations  p.  33  Exp.  4  og  5,  hvor  Sagen  lige  er  antydet. 


II 

[2oa)  •   k.,=k^{{\-y.f+z{\—x)(K.-\)  —  {\—y.)+\^  —  y<.) 

For   Funktionen  ij)x  [x)  kan  man  i  Stedet  for  centrale  Differenser  benytte  Differenser 
paa  Skraalinje;  Identiteten  bliver  i  dette  Tilfælde: 


(19a)    X'o^ 


(Al  -  ■><■)  r  +  -„l  (^2  -M  ^='+  I,  {\-  X)  r-H  . 


^0-?,  (I  -^0  +  ^^(1-"^^^        '^^ 


^1 

i! 


Æg 


e'f 


3! 


>-^n=^+ 


hvoraf  faas  følgende  Værdier  for  Koefficienterne  i  Rækken  (4): 
(20  b) 


k^  =  ko  (kl  —  x) 

k,  =  ko  {i\  —  x)2  -  (Xi  —  x)  +  A,  -  X) 

/^3  =  /^,  ((Xi  —  X)''  —  3  (Xi  —  x)2  +  2  (Xi  —  X)  +  3  (^2    -  ^)  (Xi  —  X  —  i)^  X,  -  x) 


I  dette  Tilfælde  bliver  højre  Side  af  (20) 


kl  4-  /•, 

kl  -\-  I  5/^2  +  25'^:!  +  10-^4  +  h 

/^i  +  3r/^2  +  90/&3  +  65/^4  +  15/^3  +  k,.. 


Loven  er  her  aabenbar     Udtrykkene  paa  venstre  Side  i  (20)  er  Momenterne  svarende 
til  Halvinvarianterne 


X      og      X2nfl 


O,    1,2, 


Af  (20)  ses  umiddelbart,  at  det  ikke  er  muligt  at  bestemme  Parametrene  X  og  x, 
men  at  disse  maa  vælges  vilkaarligt.  Man  kan  benytte  sig  heraf  til  at  vælge  Værdien 
af  disse  Parametre  saaledes,  at  Koefficienterne  ki  og  k^  forsvinder.  Indføres  desuden  en 
ny  Enhed  og  et  nyt  Nulpunkt  for  Iagttagelserne,  kan  man  opnaa,  at  endnu  to  Koeffi- 
cienter forsvinder,  saaledes  at  det  i  Praxis  meget  hyppigt  vil  være  muligt  at  nøjes  med 
første  Led  af  Rækkeudviklingen,  d.  v.  s.  skrive  Funktionen  som 


21 


kQ^x,.^{ax—å). 


§  4.  Vi  skal  nu  for  det  almindelige  Tilfælde  betragte  nogle  af  de  forskellige  Me- 
thoder,  Charlier  har  anvendt  paa  det  specielle. 

lO.  Vi  sætter  æ  =  i,  b  :=  o.  Det  er  da  muligt  at  vælge  Parametrene  X  og  x  saa- 
ledes, at  k^  og  k^  forsvinder      Ligningen  (20a)  giver  da  Betingelserne: 


eller 


\i  —  X  =  o 
(Xi— x)2  +  X, 


X=:0 
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22) 


X,  =  X, 
medens  vi  for  de  andre  Koefficienter  faar  Værdierne: 


(23) 


h  =  h  ih  —  K) 
k^  =  k^  (X4  —  X2) 


2°,  Vi  sætter  æ  =  i  og  lader  b  være  foreløbig  ubestemt.  Vi  kan  da  disponere 
over  <^,  X  og  X  saaledes,  at  k^,  k^  og  k^  forsvinder;  thi  Ligningen  (13)  giver  for  de  nye 
Halvinvarianter  Værdierne : 

X,   —  (^       og       Xr , 

der  indsat  i  (20)  eller  (20  a)  giver  os  følgende  Betingelser  for,  at  ^j  =  ^2  =  ^3  —  O- 

\-~  b  —  X  —  o 
X.,  —  X  =  o 
Xo  —  X  =  o, 

hvoraf  man  for  Konstanterne  b,  X  og  x  finder  de  følgende  Værdier: 

b  =\—  X:, 


(24) 

og  for  Koefficienten  Z'^ 

(24  a) 


i 

j  X  ==  Xo 
V  X  =  Xo 


k^  =  K  {\  —  K)' 


3  ^.     Vi  bestemmer  a,  b,  \  og  x  saaledes,  at  k^  =  k., 

I  dette  Tilfælde  giver  Ligningen  (20)  os  følgende  Betingelser : 

a\i  —  b  —  X  =  o 
a'%  —  X  =  o 


k^  =  ^^  =  o. 


o, 


hvoraf  man  let  finder  Værdierne: 


(25) 


X  —  Xg :  X4 

b  =  a\^  —  X 

Man  ser  straks,  at  denne  Løsning  ikke  er  mulig,  hvis  X4  er  negativ,  da  i  saa  Fald 
Enheden  a  er  imaginær.  Dette  betyder  dog  ingen  Indskrænkning,  thi  en  Kurve  med 
negativ  X4  kan  ikke  være  af  Type  B,  idet  alle  Kurver  af  denne  Type  nødvendigvis  maa 
have  positiv  Exces.  Excessen  repræsenteres  her,  som  man  straks  ser,  af  den  reci- 
proke  Værdi  af  X. 
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4®.  Vi  bestemmer  Størrelserne  \,  k  og  a  saaledes,  at  k^,  k^  og  k^  forsvinder, 
medens  vi  vælger  b  paa  en  eller  anden  bekvem  Maade.  Systemet  (20)  giver  os  da  Be- 
tingelserne : 

!a\  —  b  —  X  =  0 
a^\  —  X  =  o 
a^\  —  X  =  o, 

hvis  Løsning  afhænger  af  en  Ligning  af  tredje  Grad : 

{27)  Æ%  —  a\  ■\-  b  —  O. 

Er  denne  Ligning,  der  altid  maa  have  mindst  een  reel  Rod,  løst,  giver  (26)  os  let  de 
søgte  Værdier  for  X  og  x.  Sætter  man  specielt  X  =  x,  falder  man  tilbage  til  et  Tilfælde, 
der  er  behandlet  af  Charlter.  Man  kan  da  straks  løse  (26),  idet  b  ikke  mere  kan  være 
arbitrær,  og  Resultatet  bliver: 

r  ^^  =  X2  :  X3 

(26a)  |^  =  ^^M 

I  ^  =  a\  —  X, 

hvoraf  ses,  at  Kurvens  Skævhed  er  1  :  }X.     For  Xg  negativ,  bliver  ogsaa  Enheden  n  nega- 
tiv, hvad  der  dog  ikke  gør  nogen  Skade.     For  k^  faas  Værdien 


(26  b) 


i   Overensstemmelse  med   Charlier. 

5".  Endnu  et  specielt  Tilfælde  er  behandlet  af  Charlier  for  den  specielle  Funktion, 
nemlig :  X  =  x  og  ^  vilkaarlig.  Kun  to  Koefficienter  k^  og  k<,  kan  da  forsvinde,  og  man 
faar  let  Betingelserne : 

ia\.  —  b  —  X  =^  o 
^2X2  —  X  =  o, 

hvis  Løsning  afhænger  af  den  kvadratiske  Ligning: 

(27  a)  a^\  ^a\^  b  =  0, 

hvis  positive  Rod,  dersom  vi  forudsætter  X^  positiv,  og  en  saadan  existerer,  er 


k,r=k,[a^\-\) 

eller 

1          X"^ 

(27b)  ■  ^^x.  +  vx;  +  4^x,_ 

2X2 
medens  vi  for  X  faar  Udtrykket: 

(27  c)  X  =  ^!  -  2^^  +  >-!  ÆT^^s 

2X0 


14 

Charlier  har   ikke   givet   de   nøjagtige   Formler  (27  b)  og  (27  c),    idet  hans  Tilnærmelses- 
methode  ikke  har  tilladt  at  finde  andet  end  Tilnærmelserne 


(27  d) 


\^b 


Man   ser   let,   at   det   ikke   gaar  an  at  vælge  d  helt  vilkaarligt,   idet  denne  Størrelse  maa 

opfylde  Betingelsen: 

K  +  4bX,'^0. 

For  de  to  Koefficienter  k^  og  k^  faar  man  af  (20)  de  følgende  Udtryk: 

i  h  =  h  {a%  —  ^) 

^^7  e)  I  ^^  _  ^^  ^^4  (x^  .^  X1X3)  -  a'  {b  +  3)  X3  +  X2  —  X  (^8X3  ^a\-^b-  2)) , 

saa   at   dette  Tilfælde,   der   forøvrigt   sjeldent  vil  have  nogen  som  helst  Betydning,   viser 
sig  som  det  mest  ubekvemme  at  anvende. 

§  5.  For  Frequenskurvers  Anvendelse  i  Praxis  er  et  andet  Problem  af  stor  Betyd- 
ning, et  Problem,  der  allerede  forlængst  er  løst  for  Kurver  af  Type  A.  Iagttagelserne 
giver  os  Momenterne  paa  Formen 

Sr  = 


n=— oc  J  n—la 


hvor  a  betyder  Intervallet  for  Iagttagelserne,  medens  vi  for  at  bestemme  Halvinvarianterne 
maa  kende  de  kontinuerte  Momenter 

,  +  oc 

y,  =  \x'%'{x)dx. 


^'=1: 


Hvis  Fejllovsfunktionen  O-  [x)  opfylder  den  Betingelse  at  forsvinde  tillige  med  alle 
dens  Afledede  for  x  =^  -^^  00,  kan  man  anvende  de  af  Sheppard  ^)  angivne  Formler  til 
Overgang  fra  St  til  Jt'- 


(28) 


<y    _   ,.  <v    _  cv    _  ^^  cv    _  «^  cv    _  ^2  7^4 

12  4  2  240 

^  5«2  7^4  5^3  7^4  25«fi 


For   at   undersøge,    hvorledes    Forholdene  er   for   Kurver  af  Type  B,    maa  vi  altsaa 
danne  de  Afledede  af  ^\,y,{x)  m.  H.  t.  x,  og  man  faar  da  følgende  Udtryk: 

*)  Sheppard:    Proceedings  of  ihe  London  Mathematical  Society.    Vol.  29,    p.  353  — 3S0. 
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(29)  — \irn       ~  "^  I "?'"""  cos  [x  sin  co  —  ;vco //]  co"dfco. 


hvis  absolute  Værdi  let  ses  at  være  mindre  end 


\x  —  X 


hvoraf  fremgaar,    at   alle   Afledede  af  endelig  Orden  gaar  mod  Nul,    naar  x  vokser  uden 
Grænse,  saa  at  Formlerne  (28)  ogsaa  kan  anvendes  for  Kurver  af  Type  B. 


II. 

VIDERE  UNDERSØGELSER  OVER  FREQUENSKURVER. 

EXEMPLER. 


§  6.  Efter  dette  Resumé  af  den  før  nævnte  Afhandling  skal  vi  nu  betragte  O-Funk- 
tionen lidt  nærmere  fra  forskellige  Synspunkter  og  navnlig  undersøge  Spørgsmaalet  om  dens 
praktiske  Anvendelighed.  Lad  os  først  se  paa,  hvad  Charlier  selv  har  faaet  ud  af  det. 
Med  Hensyn  til  {>- Funktionen  har  han  kun  publiceret  selve  dens  Definition  samt  et  Erfa- 
ringsmateriale, der  efter  hans  Mening  bør  fremstilles  ved  en  t^- Funktion ;  dette  Materiale 
er  dog  ikke  behandlet,  thi  han  har  manglet  Midler  til  at  beherske  9>-Funktionen  numerisk. 
For  den  specielle  Form  (X  =:  x)  il)-Funktionen  foreligger  der  fra  hans  Haand  noget  mere,  men 
dog  ikke  ret  meget,  idet  han  kun  har  kunnet  arbejde  med  den  for  hele  Værdier  af  den 
Variable;  for  selve  Udviklingsfunktionen  er  han  altsaa  ikke  kommen  stort  videre  end 
V.  Bortkiewicz ;  man  maa  dog  paa  ingen  Maade  benægte,  at  hans  Theori  betyder  et  Frem- 
skridt; han  har  nemlig  indført  ^^-Funktionen  som  Udviklingsfunktion  og  ogsaa  i  enkelte 
Tilfælde  for  den  specielle  F'unktion  ved  hele  Varianter  vist,  at  Rækken  af  Type  Z?  kan 
gøre  Nytte,  og  dette  er  et  virkeligt  Fremskridt  af  stor  Betydning,  idet  v.  Bortkiezvicz 
ikke  kom  videre  end  til  første  Led,  der  som  oftest  er  utilstrækkeligt.  At  Charlitr  ikke 
har  gennemført  Theorien  i  sin  Almindelighed  formindsker  naturligvis  ikke  i  mindste 
Maade  Rækkens  fundamentale  Betydning.  Man  kunde  i  og  for  sig  tænke  sig  den 
Mulighed,  at  Charlier  ikke  har  tillagt  Rækken  af  Type  B  synderlig  Betydning;  at  dette 
ikke  er  Tilfældet,  fremgaar  imidlertid  særdeles  tydeligt,  dels  af  de  forholdsvis  mange 
Afhandlinger,  han  har  skrevet  om  Sagen,  dels  af  hans  egne  Ord,  idet  han  i  een  af 
Afhandlingerne  ^)  udtaler  som  sit  Ønske,  at  faa  en  exact  Bestemmelse  af  Rækkens 
Koefficienter  og  at  faa  en  Tabel  over  Funktionen  ij).  Det  første  Ønske  er  opfyldt  ved 
den  før  refererede  Afhandling;  med  Hensyn  til  det  andet  Ønske  vil  der  næppe  være 
vundet  stort  ved  en  Tabel  over  \|),  da  man  i  mange  Tilfælde  vilde  have  mere  Brug  for 
en  Tabel  over  {>;  S'-F'unktionen  kan  som  Funktion  af  3  Variable  aldeles  ikke  tabuleres,  og 
selv  en  brugbar  Tabel  over  ij)  vilde  kræve  saa  meget  Arbejde,  at  det  næppe  synes  for- 
svarligt at  ofre  det  paa  et  saa  tvivlsomt  Foretagende.  Man  vil  sikkert  staa  sig  ved  at 
tabulere  nogle  Hjælpefunktioner,  ved  hvis  Hjælp  man  nogenlunde  let  kan  beregne 
ikke  alene  Funktionen  {>  [x)  men  ogsaa  dennes  Integral ;  det  vil  jo  nemlig  hyppigt 
hænde,  at  kontinuerte  Iagttagelser  foreligger  i  Skikkelse  af  bestemte  Integraler  —  Arealer 

')  Lunds    Universitets  Årsskrift  N.  K.  Afd.  2,  Bd.   i,  Nr.  5  (1906)  p.  33. 
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af  Dele  af  Frequenskurver  — ,  medens  r)-- Funktionen  giver  Ordinater;  til  en  virkelig 
Sammenligning  mellem  Theorien  og  Iagttagelserne  bør  da  Funktionen  integreres.  Det 
maa  i  Virkeligheden  anses  for  en  uhyre  Fordel  for  Rækken  af  Type  A,  at  den  er  saa 
let  at  integrere,  og  ligeledes  som  en  betydelig  Skavank  —  blandt  mange  —  ved  de 
Pearsonske  Kurver,  at  de  ikke  lader  sig  integrere,  saa  meget  mere  som  hele  den 
Pearsonske  Theori  er  baseret  paa  Integraler,  hvorved  der  forøvrigt  i  Praxis  kan  frem" 
komme  de  besynderligste  Ting.  Selv  om  man  saaledes  havde  en  udstrakt  Tabel  over  \|), 
vilde  man  dog  savne  dens  Integral,  og  saaledes  paa  en  vis  Maade  være  lige  vidt. 

Betragter  man  nemlig  Formel  (loa),  der  af  de  hidtil  udviklede  er  den  eneste,  der 
kan  være  Tale  om  at  anvende  til  praktisk  Beregning  af  Funktionen  3>(.a;),  saa  ser  man 
straks,  at  man  for  ;ir  ==  +  r,  hvor  r  er  et  helt  Tal,  faar  det  simple  Udtryk : 

(lo  d)  ^  ( +  r)  =  e-^  (\  +  xY Z'JVx^^l , 

der  ved  Hjælp  af  den  fra  Cylinderfunktionernes  Theori  kendte  Formel  [n  hel), 

ogsaa  kan  skrives  paa  Formen 

(.oe)  \M.,-,>,X+.).^jiQ), 

hvor  nu  r  er  et  positivt  eller  negativt  helt  Tal  (Nul  inclusive).  Indføres  (lod)  i  (lOa), 
gaar  denne  straks  over  til  følgende  Formel  ' 

r=+oe 


',^  n  '  Q  /  X  X  '  sin  n  [x —  A  ^  ,  . 


der  viser,  at  (lOa)  ikke  er  andet  end   Hertnite's^)  Generalisation  af  Lagranges  Interpola- 
tionsformel.     Integration  af  (lof)  giver  straks: 


r=4-=o  r=+»= 


/ .  ^    \        [fs  I  \   1  \  '  r.  ,  .    [    sin  71  [x  —  r]    ,  X  'n  ,  ^    f  sin  tix  ,        f  sin  -rx  , 

(.og)   H(.),^=  2, » I'-)  I  - v(^_-7r  '■' = ^  *<'•)  I  ^- ''^ - h^ ''^ 

•'  o  r=— X  •'  o  r=— oc  L«'  O  »lo 

Det  fremgaar  heraf,  at  man  kan  beregne  Funktionen  %'{x)  og  dens  Integral,  naar  blot  man 
har  Tabeller  over  de  følgende  Funktioner: 


(30) 


fr{t)    = 

{ity 

s{x)  = 

sin  Tix 

TIX 

[t  =  ]^i  —  ^-i) 


s.  ix)  =        dx,  2 

]       nx 
•'  o 


*)  Hermite:  C.  R.  Tom.  48.     Janv.   1859,  p.  62. 

*)  jj  ix)  er  øjensynlig  ikke  andet  end  Integralsinus  blot  i  en  fra  den  sædvanlige  lidt  afvigende  Form. 


i8 

forudsat,  at  ^{r)  med  voksende  r  aftager  saa  stærkt,  at  man  i  (rof)  kan  nøjes  med  faa 
Led  af  Rækken;  er  dette  ikke  Tilfældet,  bliver  det  i  Virkeligheden  ret  besværligt  at  be- 
regne S-  {x)  for  brudne  Værdier  af  x,  men  det  hører  dog  til  Undtagelserne,  at  man  ikke 
ret  let  og  bekvemt  kan  komme  igennem  Regningerne,  ialtfald  saavidt  min  Erfaring 
rækker.  Vi  skal  senere  se,  at  man  hyppigt  med  Fordel  kan  erstatte  S-Funktionen  med 
andre  beslægtede  Funktioner,  hvorved  Lettelse  i  Regningen  kan  opnaas. 

§  7.     Som  man  let  ser,  kan  den  Charlierske  S'-Funktion  skrives  paa  Formen : 


(30  3>A,4;p)  =  —    ^  ^co; 


betegnes  her  for  Kortheds  Skyld  Integranden  med  /(co),  faas  straks 

(a)  /'  (co)  =  2  [ i  (A  +  X)  é^  -  ^  (X  -  X)  e-'^  -  ;v]/(co) , 

medens  man  ved  i  (31)  at  erstatte  x  med  henholdsvis  ;v  +  i   og  ;v —  i  straks  faar 


2;t    ' 


^\  Ax — l)=  —         -?  -^+'"^0), 

J  — n 

hvorved  Identiteten  (a)  giver 


. — JCD_ 


2:t 


—  n 


der  ved  ^        =  —  i  gaar  over  til 

(32)  i  (X  +  x)  KA^- 1)  -  i  (^  -  J«)  KA^  +  O  =  ^V.  W  -  e-^-^-^, 

en  Relation,  der  er  nær  beslægtet  med  Cylinderfunktionernes  anden  Fundamentalligning. 
(32)  kan,  som  man  straks  ser,  anvendes  til  Beregning  af  Funktionen  ^\,y.{r)  for  Værdier 
af  r,  der  er  saa  store,  at  Tabellen  over  /r{^)  i  (30)  ikke  strækker  til;  for  x—  r  (hel) 
faas  nemlig 

(32a)  ^(X  +  x)a>x..(r-i)-^(X-x)a.x,,(f4-i)=^3'x..(r), 

der  tillader  en  successiv  Beregning  af  S-Funktionens  Værdier;  da  Fejlene  herved  ophober 
sig,  maa  Tabellen  over  /,  (/)  have  temmelig  mange  Decimaler.  For  det  specielle  Til- 
fælde X  =  X,  antager  (32)  den  simplere  Form 

(32  b)  \^\{x — i)  —  x\\)  {x)  —  e-''' 
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Multipliceres  begge  Sider  af  (32)  med  r*^^  og  integreres  derpaa  m.  H.  t.  x  mellem  Græn- 
serne —  00  og  +00,  faas  straks 

/•  +  -                         g-x   /•  +  " 
=  I  xe'^  9"  {x)  dx I  sin  nxe'''  dx. 

Begge  Integraler  paa  venstre  Side  har  samme  Værdi  y;  første  Integral  paa  højre  Side 
er  lig  med  -^>  medens  det  sidste  Integral  er  identisk  lig  med  Nul;  herved  faas  Iden- 
titeten 

af  Halvinvarianternes  Definition: 


faas  imidlertid 

der  indsat  i  (p)  giver 

I     /^      . 

I      .^ 

hvoraf  straks  følger  Formel  (18),  der  saaledes  er  udledet  paa  dobbelt  Maade. 

§  8.  Vi  har  i  det  foregaaende  betragtet  Funktionen  som  det  givne  og  herudfra  bestemt 
dens  Halvinvarianter;  der  rejser  sig  imidlertid  straks  det  Spørgsmaal,  om  et  Sæt  givne 
Halvinvarianter  bestemmer  den  tilhørende  Fejllovsfunktion  entydigt,  eller  om  det  skulde  være 
muligt  at  finde  fiere  Funktioner,  der  har  de  samme  Halvinvarianter.  Hvis  det  sidste  er 
Tilfældet,  vil  man  paa  den  ene  Side  have  den  Fordel,  at  man  kan  vælge  mellem  disse 
Funktioner  og  muligvis  finde  Funktioner,  der  er  simplere  at  beregne  numerisk  end 
O-- Funktionen,  og  som  yder  de  samme  Tjenester  som  denne;  Rækkens  Koefficienter  er 
udelukkende  afhængige  af  Halvinvarianterne  og  saaledes  de  samme  for  alle  Funktioner 
med  samme  System  af  Halvinvarianter,  og  den  foregaaende  Theori  vil  følgelig  kunne 
bruges  for  hele  Funktionsklassen.  Paa  den  anden  Side  maa  man  ikke  overse  den  betyde- 
lige Fare,  der  kan  rummes  deri,  idet  man  i  saa  Tilfælde  ved  at  regne  tilbage  til  Iagt- 
tagelserne i  visse  Tilfælde  kan  risikere  at  faa  helt  andre  Værdier  end  dem,  man  gik  ud 
fra;  i  den  praktiske  Regning  vil  dette  dog  formentlig  næppe  hænde,  og  skulde  det  endelig 
hænde,  vil  den  erfarne  Regner  vel  nok  vide  at  raade  Bod  herpaa. 

Tænker  man  sig,  at  de  to  Funktioner  /{x)  og  ep  {x)  har  det  samme  System  af  Halv- 
invarianter, faar  man 

1* 
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+  *  ,         1  .  1 


/(;»:)  ^^^  ^;tr  =     /(;v)^;r-^        ^i         3-. 

J    —  00  J    —!X 


Og 


hvoraf 


+  ==  /•  +  *  ,     .  1  ,  .. .  1 

ep  {x)  e"^  dx  =^  \(ip{x)dx-e 

00  •'     00 


M  +  -2-,^3i''  +  -3jM='  + 


•  +  00  f>-\-x 

[af{x)  +  /^(p  [x)]  e^dx  ^      \af{x)  +  åcp  {x)]  dx-e 

J     —X  <^    00 


V  +  ^>2T''  +  ^Va+  .... 


hvor  a  og  b  er  Konstanter;  det  fremgaar  heraf,  at  hvis  f{x)  og  ^{x)  har  det  samme 
System  af  Halvinvarianter,  vil  dette  være  Tilfældet  for  hele  Funktionsskaren  a/{x)-{-b^{x\ 
og  Spørgsmaalet  bliver  da  blot,  om  man  kan  finde  to  forskellige  Funktioner,  der  har  de 
samme  Halvinvarianter,  samt  om  Mulighederne  da  er  udtømte  ved  ovennævnte  Skare. 

Betragtes  (32),    ses  straks,    at   denne  er  et  specielt  Tilfælde  af  den  mere  almindelige 
Differensligning  af  anden  Orden: 

(33)  ^{\  +  y<.)F[x-i)-\{\-y.)F{x+i)  =  xF[x)  -f  [x] , 

og  af  den  ovenstaaende  Udvikling  vil  det  fremgaa,  at  F{x)  har  de  samme  Halvinvarianter 
som  y^x^^[x),  saafremt  / (;ir)  opfylder  Betingelsen,  at  Integralet 

f[x)  e-'"'  dx 

identisk  forsvinder.  Af  Halvinvarianternes  Betydning  følger  nu  straks,  at  hvis  .:*:  og  x 
samtidig  skifter  Fortegn,  maa  F{x)  blive  uforandret,  hvad  der  medfører,  at /(^)  maa 
være  en  ulige  F"unktion  af  x.  Den  simpleste  Maade,  hvorpaa  den  ovennævnte  Betin- 
gelse kan  opfyldes,  er  at  /{x)  er  identisk  lig  med  Nul,  hvorved  (33)  gaar  over  til 

(33  a)  U^  +  ^)F{x-i)-U\-x)  Fix  +  i)  =  xF{x), 

hvis  almindelige  Løsning  kan  findes  paa  følgende  Maade:  Vi  indfører  den  nye  Funktion 
C{x)  defineret  ved 

,34)  ^W--«(]/E4)' 

der  indsat  i  (33  a)  efter  nogle  simple  Reduktioner  giver 

C{x—  i)  +  6^(.r+  O  =     ,     -  -      C{x), 

]  X-  —  X'- 

hvis  almindelige  Løsning  ifølge  en  bekendt  Sætning  ^)  fra  Cylinderfunktionernes 
Theori  er 

*)  Niels  A'iflstn:  Handbuch  der  Theorie  der  Cylinderfunktionen,  p.  26, 
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hvor  y  og  F  betyder  henholdsvis  den  Besselske  og  den  Neumannske  Cylinderfunktion 
(med  Niels  Nielsens  Betegnelser),  medens  Funktionerne  «  og  <5  er  periodiske  i  x  med 
den  additive  Periode  +  i-     Den  almindelige  Løsning  af  (33a)  kan  saaledes  skrives: 


/x+X\" 


(35)  F {X)  ^  a^ (fx2 -  X2)  r  (yx^ -  \2)  (|/^x)  +  ^'  (V'^^-^"^)  ^^  (yx'^-x-^)  ()/  ^ ±^) 

^(;t:)  har  for  kontinuerte  Iagttagelser  aabenbart  de  samme  Halvinvarianter  som  ^x,v.{x), 
og  den  almindelige  Form  (35)  aabner  et  vidt  Spillerum  for  Dannelse  af  specielle  Former; 
imidlertid  maa  de  P'ormer,  vi  skal  benytte,  være  af  en  saadan  Beskafifenhed,  at  de  ogsaa 
gælder  i  det  Tilfælde,  at  lagttagelsesresultaterne  er  bundne  til  at  være  hele  Tal.  I  dette 
Tilfælde  kan  man  imidlertid  entydigt  løse  Problemet  at  finde  den  Funktion,  der  har  et 
givet  System  af  Halvinvarianter,  idet  Integralerne  da  gaar  over  til  Summer,  saaledes  at 
Halvinvarianterne  defineres  ved  Identiteten: 


ne 


Al  Ao  Aa 

1  !         2 !  3 ! 


^OiT   _[_   ^oaT   _j_ 


1  Ofj' 


hvor  de  «  Iagttagelser  er^Ol,  Og.-'-'On.     Skal   man   nu    have    A2n  =  A  og  X2;i+i  =  x,    kan 
venstre  Side  af  ovennævnte  Identitet  skrives: 


«/?' 


^H(eT-e-t)       ixi 


=  ne  ^e  -  e 


X  +x   ^  ,     I    /X  +x\^, 


X  —  X 


I   /X— x\^ 


2! 


+ 


For  Koefficienten  til  <f"  i  dette  Produkt  findes  Udtrykket 


ne~ 


I     /X  +  X 

o!  r! \     2 


\'"_^ i__  /X  +  xV+WX  — x\ 

;  +  "i!(r+i)!\     2    7       l"^"]^ 


T"(' 


X+X/+2/X  — xr. 
2 


2!  (r  +  2)!  \     2 
der  angiver  Hyppigheden  af  lagttagelsesresultatet  r.     Dette  Udtryk  kan  let  omskrives  til 


'\|/x-x/  ^  ^  ^   (yx^-x^)-- 


«^A,x(r), 


hvoraf  fremgaar,  at  for  x  lig  med  et  helt  Tal  r,  skal  /^(at)  være  lig  med  6'(r),  hvad  der 
medfører,  at  Funktionen  b'^i^y}  —  X^)  maa  identisk  forsvinde,  medens  a^i^^v?  —  X^)  bliver 
lig  med  e-^  a[x\  hvor  a[x)  er  en  periodisk  Funktion  med  Perioden  +1  og,  som  for  alle 
hele  Værdier  af  x  antager  Værdien  +  i,  hvorved  den  almindelige  Løsning  bliver: 


(35  a)'     F[x)  =  e-^  a  [x]  J-  Hy?  -  X^) 


/x  +  xr       ,    ,  ,,,  ,    ,  y-  yx2_x2 

—  -  -    -=  ^-''  a  [x)  X  +  X  =^  7~r^— T^  ■ 
X— X/  V  M    -T-    ;      y  2_pa= 
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For  at  overbevise  os  om,  at  den  ved  (35  a)  definerede  Funktion  virkelig  har  Halvinvari- 
anterne X  og  X,  er  det  tilstrækkeligt  at  tage  det  specielle  Tilfælde  a{x)  =  i  og  bestemme 
Værdien  af  Integralet 

f^"  7^  (Vx2  —  X2)         r  +  " 

y  =     ^^^-^  (X  +  x)^  ^y-^-    ^  «';k;  =     e^'F  {x)  dx. 
Ved  Hjælp  af  Cylinderfunktionernes  første  Fundamentalligning 

faar  man  uden  Vanskelighed 

-w^  =  -  ^w + ^->?  -^w  +  i^  ^(-  +  o  -  i  ^  ^(—  o, 

der  ved  Benyttelse  af  Cylinderfunktionernes  anden  Fundamentalligning 

2V 

let  gaar  over  til 

.        ^-^  =  ^[F{x+x)-^F{x-i)-2F{x)]. 

Paa  analog  Maade  giver  en  Differentiation  m.  H.  t.  x  os  Identiteten 

Indsættes  disse  Udtryk   i   Differentialkvotienterne  tt-  og  — -»    faas  straks 
•^  dX  dx 

hvoraf  som  tidligere  sluttes,  at 

X2,,   =   X,        X2;i+1   =   X. 

Da  F{x)  saaledes  har  de  samme  Halvinvarianter  som  ^{x),  kan  den  i  mange  Hen- 
seender træde  i  Stedet  for  denne  og  i  de  fleste  Tilfælde  erstatte  denne  fuldstændigt;  alle 
vore  Koefficientbestemmelser  overføres  uforandret,  dog  maa  vi  af  Hensyn  til  Bestemmelsen 
af  Mq  finde  Værdien  af  Integralet 


idet  k^   afhænger  af  dette.     Vi  har  ovenfor  stiltiende  forudsat,   at  Integralet  overhovedet 
existerer,    og   der   kan   heller   ikke   herske  nogen  Tvivl   om    Konvergensen  ved  den  øvre 
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Grænse,  medens  den  nedre  maaske  kunde  give  Anledning  til  Betænkeligheder.  Af  den 
asymptotiske  Formel 

fremgaar    det    nemlig,    at    Funktionen  F{x)   for  store  Værdier   af  |;ir|    forholder   sig  som 

(X  -|-  X\*     e~^ 
1  Tn — ; — ^'  saaledes  at  den  for  x  positiv  vil  aftage  uden  Grænse  med  voksende  ;tr. 
2     /  r  (j*;  +  I )  ' 

medens  den  for  x  negativ  vil  forløbe  sinusoideformet  med  stedse  større  og  større  Udsving, 

og  for  X  =  —  00  vil  den  numerisk  vokse  udover  alle  Grænser.     Paa  Grund  af  det  stadig 

vekslende    Fortegn    konvergerer    Integralet   ogsaa   ved   den   nedre  Grænse,    men  selv  om 

dette  ikke  havde  været  Tilfældet,  vilde  man  meget  vel  kunne  bruge  F{x)  til  at  fremstille 

Iagttagelser,    idet   Grænserne   —  oo   og    +  oc   kun   er   anbragte  for  Simpelheds  Skyld  og 

egentlig    ikke   betyder   andet   end   de   yderste   Grænser   for  mulige  Iagttagelser;    da  disse 

altid  maa  være  endelige,  vilde  Theorien  altsaa  nok  kunne  gøre  Nytte  alligevel. 

For  at  bestemme  ovenstaaende  Integral,  kan  vi  integrere  Formlen  (lob)  fra  — oo  til 

+  00  m.  H.  t.  .;«:  og  erindre  at 

/•  +  »  ■ 

hvorved  faas:  ""* 

I   z=    L-A  yx  (yx2  —  X2)  Ij/'i^j  ^;r  +  —       (sin  TIX      ^-'<»MX+x)»-Xc/.(X+^).-^,^^W^^ 

«'    00  V    —  oo^o 

En  Ombytning  af  Integrationsordenen  vil  vise,  at  det  sidste  Integral  forsvinder,  hvorved 
faas,  at  det  søgte  Integral  har  Værdien  i.  Den  Omstændighed,  at  F{x)  svinger  sinus- 
oideagtig  med  voksende  Udsving,  er  egentlig  den  eneste  Ulempe,  F'unktionen  frem- 
byder i  Sammenligning  med  ^{x)  ^),  men  denne  bevirker,  ^\.  Sheppards  Formler  (28)  ikke  kan 
bruges;  i  de  allerfleste  Tilfælde  vil  der  dog  ikke  være  noget  i  Vejen  for  at  benytte  den 
selv  for  kontinuerte  Iagttagelser,  og  den  for  Tiden  største  Hindring,  der  kan  rejse  sig, 
bestaar  i,  at  der  ikke  findes  Tavler  over  Cylinderfunktioner  med  brudden  Parameter  og 
disses  Integraler. 

For  X  =  X  antager  F{x)  den  simple  Form 

e~^  X^ 
rf;v+l) 

der  kan  benyttes  i  Stedet  for  den  almindelige  F[x),  hvorved  man  naturligvis  gaar  Glip 
af  den  Fordel  at  kunne  disponere  efter  Behag  over  to  Parametre,  idet  man  her  maa 
nøjes  med  at  have  én;  ved  Hjælp  af  en  tilstrækkelig  omfattende  Tabel  over  — logr(.;r  +  i) 
for  brudne  Værdier  af  x  kan  man  let  og  bekvemt  finde  Værdien  af  Funktionen  W^  {x). 
En  saadan  Tabel  findes  her  som  Tabel  I;  den  bør  særlig  anvendes  for  diskontinuerte 
Iagttagelser,  da  kontinuerte  kun  kan  fremstilles  ved  numerisk  Integration,  medmindre 
Kurven  forløber  saa  godt,  at  Integralet  mellem  to  paa  hinanden  følgende  Ordinater  med 
tilstrækkelig  Tilnærmelse  kan  fremstilles  ved  den  midt  imellem  disse  liggende  Ordinat. 

*)  *W  *""  sinusoideformet  med  aftagende  Udsving. 
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En  almindelig  Integration  af  Differensligningen  (33)  vilde  ikke  frembyde  særlig  Inter- 
esse, da  man  dog  ikke  ved  denne  Ligning  har  udtømt  alle  Muligheder  for  at  finde  Funktioner 
med  Halvinvarianterne  X2n  =  \  X2n+i  =  x,  idet  ogsaa  Funktioner,  der  tilfredsstiller  Systemet 


^  =  i[F(^-f  i)JrF{x-i)-2F{x)] 


vil  have  disse  Halvinvarianter.  Desuden  maa  det  anses  for  givet,  at  vi  kun  ved  en  Inter- 
polationsformel,  der  for  hele  Værdier  af  x  giver  S>  {x),  kan  opnaa  noget ;  de  Former,  vi 
hidtil  har  benyttet,  er  jo  ogsaa'  begge  netop  saadanne  Interpolationsformler.  Man  kunde 
da  tænke  paa  at  benytte  en  anden  Interpolationsformel  og  bestemme  /{x)  ved  visse  Be- 
tingelser; da  imidlertid  Funktioner  af  den  her  behandlede  Art  som  Regel  kun  daarligt 
lader  sig  interpolere  efter  Newtons  Formel,  er  det  ikke  rimeligt,  at  man  vilde  opnaa 
noget  af  Betydning  herved;  jeg  har  derfor  heller  ikke  forfulgt  denne  Sag  videre,  saa 
meget  mere,  som  de  foreliggende  Former  i  Virkeligheden  giver  alt,  hvad  man  i  Praxis 
med  Billighed  kan  forlange. 

§  9,  Med  Hensyn  til  Spørgsmaalet  om  at  bestemme  en  Funktion  med  givne  Halvinvari- 
anter kunde  man  ogsaa  tænke  sig  at  slaa  ind  paa  en  anden  Vej  og  benytte  den  Gauss- 
Fourierske  Omvendingssætning,  eller  det  Fourierske  Dobbeltintegral  skrevet  i  to  Lig- 
ninger paa  følgende  Maade:    Hvis 

-^Y[x)e^'dx  =  ^{u). 
da  er 


2^  J_. 


t 

Dette  Theorem  aabner  øjensynligt  en  Mulighed  for  at  finde  Fejllovsfunktioner,  naar 
disses  Halvinvarianter  er  givne,  idet  man  i  Definitionsidentiteten  for  disse  kun  behøver  at 
erstatte  t  med  ix  for  at  faa  Integraler  af  ovenstaaende  Form.  For  at  tage  et  særligt 
simpelt  Exempel  forsøger  vi  at  bestemme  en  Funktion,  hvis  Halvinvarianter  alle  er  Nul,  naar 
Mærketallet  er  større  end  2  (vi  ved,  at  den  Gaussiske  Fejllovsfunktion  har  denne  Egen- 
skab); vi  faar  da  for  Funktionen  i})  (?^)  Udtrykket 


hvorved 


\l)(«)  =     __'._^.-Ai"-.lX2"% 

y2jT  - 


2JT   I 


hvilket  Integral  ved  nogle  simple  Transformationer  gaar  over  i  det  af  Laplace  givne 
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-  I  r -  4 ^s""  cos  (Xj — x)itdu=     A,_^e      ^^ 


I 

1/271x2 


altsaa  den   Gaussiske  Fejllovsfunktion. 

Vil  vi  anvende  den  samme  Fremgangsmaade  paa  det  Tilfælde,  at  X2,,  =  X,  X2„+i=x, 
maa  vi  sætte 

1/2:1 
hvorved  vi  for  9  [x)  straks  faar  Udtrykket 


(a)  9  W  =  ^  f>(^+.)e'"+iM.-'"-.-x.  ^^^ 


2JT 


et  Udtryk,    der   kun   adskiller   sig   fra  Udtrykket  for  Charliers  9>-Funktion  ved,    at  denne 
har    Grænserne    — ti    og    -\- n    for   Integralet;    Integranden  er  den  samme.     Ligegyldigt, 

hvilke  Grænser  man  end  benytter  for  dette  Integral,  vil  man  faa  de  samme  Halvinvarianter, 

/•+  00 
hvis  da    I  é*^  (p  {x)  dx  har  en  endelig  fra  Nul  forskellig  Værdi. 

J  —tx 

For  nærmere  at  undersøge  ovennævnte  Integral  deler  vi  Integrationsintervallet 
( —  n,  -\-  n),  hvor  n  er  et  meget  stort  Tal,  i  Intervaller  af  Udstrækningen  271,  hvorved 
faas  en  Sum  af  Integraler  af  Formen 


J  {'2p -1)71 


2:jr    ■ 


der  ved  Transformationen  u  =  s  -{-  2pn  straks  gaar  over  til  ^f-^^'^^-S'x.-x  (^),  saaledes  at  en 
Sammentrækning  af  Leddene  for  det  oprindelige  Integral  giver  Udtrykket 


^\.yi{x){i  -1-2  ^   cos  2/>ji.a;/ 


I, 

der  ved  den  elementære  Formel 

I  +  2    ^     cos  2p7lX 

sin  (2«  +  O  ^^ 


X  sm  (2«  -{-  i)nx 

>     y    cos  2p'JlX  =  ^-^   —  — 

.^^  sm  rxx 

gaar  over  til  ''^' 


KxW 


sm  7XX 


Vi  har  altsaa  ogsaa  her  faaet  som  Faktor  en  periodisk  Funktion  med  Perioden  i,  og 
som  for  alle  hele  Værdier  af  x  bliver  lig  med  i.  Vælges  n  saaledes,  at  nx  afviger 
mindre  end  den  vilkaarlig  lille  Størrelse  e  fra  et  helt  Tal  M,  hvad  der  her  altid  er  muligt, 
da  X  stadig  optræder  med  en  vis  »Afrunding«  og  et  endeligt  Interval,  saa  kan  Integralet 
(a)  aabenbart  bringes  saa  nær  til  %'^^.^(x),  som  vi  selv  vil,  saaledes  at.  vi  ogsaa  ad  denne 
Vej  kan  faa  —  idetmindste  formelt  —  Charliers  ^-Funktion. 

4 
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For   ved   Hjælp   af  denne  Udviklingsfunktion    at   faa   en  Løsning  af  den  almindelige 
Ligning 

^1  „..^    ,    ^2  , 


,W^-"rf^  =  /n""'  +  ^"""=-1""'"-^-- 


skriver  vi  denne  paa  Formen 


J 


..•.«^._.-A.J(^+'')''"+^-(^-'')'-'"     ^- 


hvor  f{u)  =  -L_-p-  (/«)  +  -^  ,-  -  (/«)^  +  -^yp-  {tur  +  •  • 
Vi  forudsætter  nu,  at  ^^(")  kan  skrives  paa  Formen 


r  =  00 


r  =  0 

samt  at  den  derved  dannede  Række  tør  integreres  ledvis,  hvorved  faas  Rækkeudviklingen 

r  =  OB 


idet 


/        I        \  "  I     i(A+x)e'"+i(X-x)e-'"-ixu  ,>,,     , 

cp  (JV  +  ^)  =  ^;;;7   ^  2  ^  ^  '      ^  2  ^       '  .  ^-"-u  ^^_ 

•'   —  oe 


Benyttes  centrale  Differenser  og  disses  Middeltal,  og  erstattes  zu  med  t,  gaar  (j3)  straks 
over  i  den  tidligere  fundne  Identitet  (19).  Man  maa  dog  erindre,  at  disse  Udledninger 
er  rent  formelle  og  savner  Beviskraft.  Det  bemærkes  her,  at  disse  sidste  Begrundelser 
ikke  forudsætter  som  nødvendigt,  at  X  ^  x,  hvad  der  medfører,  at  vi  meget  vel  kan 
bruge  Theorien,  selv  om  (25)  og  de  analoge  skulde  give  X<Cx;  vi  maa  da  bruge  Bessel- 
ske  Cylinderfunktioner  med  reelt  Argument  i  Stedet  for  med  rent  imaginært.  Da  dette 
Tilfælde  formentlig  ikke  vil  hænde  hyppigt,  og  man  altid  kan  klare  sig  paa  anden  Maade, 
har  jeg  anset  det  for  overflødigt  at  optage  disse  Funktioner  i  Tabellerne. 

§  10.  Da  det  er  en  bekendt  Sag,  at  baade  den  Gaussiske  Fejllov  og  den  Poissonske  Form 
e~^\^  \  x\  er  Grænseformer  for  det  Bernoulliske  Urneskema  (den  binomiale  Fejllov),  kan 
det  være  af  Interesse  at  se,  hvorledes  man  af  dette  Skema  kan  danne  d-Funktionen.  Vi 
faar  naturligvis  ad  denne  Vej  ikke  nogen  ny  Egenskab  ved  vor  Funktion,  men  kun  en 
Bekræftelse  af  de  allerede  fundne  Resultater,  og  man  maa  vel  erindre,  at  vi  paa  denne 
Maade  kun  finder  Funktionen  for  hele  Værdier  af  den  Variable,  saa  at  den  Interesse,  denne 
Methode  kan  frembyde,  væsentlig  hidrører  fra,  at  det  er  den  klassiske  Vej  for  Undersøgelserne 
ligefra  Bernoulli  til  Pearson.  For  at  klare  Spørgsmaalet  tænker  vi  os  en  Urne,  der  inde- 
holder hvide,   sorte  og  røde  Kugler  i  et  saadant  Mængdeforhold,   at  Sandsynligheden  for 
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at  trække  henholdsvis  en  hvid,  en  sort  eller  en  rød  Kugle  er  /,  q  og  r\  der  udføres  n 
Trækninger,  hvorved  den  trukne  Kugle  hver  Gang  lægges  tilbage,  og  Blandingen  rystes. 
Sandsynligheden  for  at  faa  x  hvide,  y  sorte  og  z  røde  Kugler  er  da  lig  med 


x\  y\  z\ 

Der  spørges  nu  om   Sandsynligheden   for   at   faa  x  flere  sorte  Kugler  end  hvide ;    denne 
Sandsynlighed  er  øjensynlig: 


•i 

I 


t\  (.r+  t)\  [n  —2t  —  x)\ 


Antages  nu,  at  /  og  ^  begge  konvergerer  mod  Nul  samtidig  med,  at  Gentagelsernes 
Antal  n  vokser  uden  Grænse,  dog  saaledes,  at  stedse  np  =^  a  og  nq  =■  p,  hvor  a  og  ^ 
er  endelige  Konstanter,  gaar  ovenstaaende  Sandsynlighed  over  til 


,="-* 


^  «!  a'p^+'(i  —  ?^j 


t  =  00 


Hm  >        ^^ =:       >     /»— («+P)  — .— 1- 


: -\- t)\  {n  —  2t  —  x)\       y .  ' 
X  +  X    _      X  -  X 


der  ved  a  =  — ^ — .  p  =r  — - —  straks  giver  for  den  søgte  Sandsynlighed 

e-^  (X  +  x) 


2 


(yx2  — X2f 

eller  (da  x  her  maa  være  hel)  Funktionen  O-a.  x  {x\  hvoraf  ses,  at  ogsaa  8>-Funktionen  er 
en  Grænseform  for  den  binomiale  Fejllov.  Dette  kan  let  indses,  da  Q'-Funktionen  og 
den  Gaussiske  F'ejllov  gaar  jevnt  over  i  hinanden;  skrives  nemlig  S"  paa  Formen 


J  n 


COS  [x  sin  CO  —  xm]  d<o, 


og  forudsættes,  at  vi  kan  nøjes  med  at  betragte  saa  smaa  Værdier  af  co,  at  vi  tør  sætte 
cos  CO  =  I  —  ^co^^  sin  co  =  co,  saa  faas  tilnærmelsesvis,  idet  vi  under  nævnte  Forudsætning 
tør  udvide  Integrationsintervallet  til  o,  oo.  Udtrykket 


%>],  ^{x)  =  —  \e    *      cos  [x  —  x] 


co^co  =  e 

^2n\ 


eller  den  Gaussiske  Fejllov.  At  vi  ogsaa  af  de  kendte  Halvinvarianter  for  den  binomiale 
Fejllov  ved  en  Grænseovergang  let  kan  finde  Halvinvarianterne  baade  for  den  Gaussiske 
og  den  Poisson-Charlierske  er  en  Selvfølge,  og  skal  kun  lige  nævnes. 
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§  II.  Før  vi  gaar  over  til  ved  en  Række  Exem pier  at  paavise  den  praktiske  Brugbar- 
hed af  den  her  udviklede  Theori,  skal  vi  søge  at  faa  en  nærmere  Forestilling  om  Kurvernes 
Figur,  end  den  man  kan  danne  sig  af  selve  Funktionsformen.  Jeg  har  derfor  for  en  Række 
typiske  Værdier  af  X  og  x  for  hele  Værdier  af  den  Variable  beregnet  Funktionsværdierne 
ved  Hjælp  af  de  vedføjede  Tavler;  skønt  det,  hvor  det  drejer  sig  om  en  hel  Kurveskare, 
altid  maa  blive  ret  vilkaarligt,  hvad  man  vil  betragte  som  Typer,  har  jeg  formentlig 
ved  de  vedføjede  Figurer  (Fig.  i  —  5)  givet  et  klart  Billede  af  disse  Kurvers  Karakter,  og 
man  vil  se,  at  de  omfatter  saa  at  sige  alle  tænkelige  Former  af  Frequenskurver.  I  Ret- 
ning af  Smidighed  overstiger  Type  B  sikkert  langt  den  hidtil  saa  at  sige  eneraadende 
Type  A^  og  vil  sikkert  være  kaldet  til  i  mangfoldige  Tilfælde  at  erstatte  denne.  De 
vedføjede  Figurer  giver  ganske  vist  ikke  noget  helt  rigtigt  Billede  af  den  ved  Udviklings- 
funktionen ^\,v.{x)  bestemte  Kurve,  da  de  kun  gælder  for  hele  Abscisser;  for  brudne  Værdier 
af  Abscisserne  svinger  de  i  Virkeligheden  sinusoideformet  og  giver  for  store  Abscisser 
negative  Ordinater,  hvad  der  navnlig  for  A.  =  x  for  negative  Abscisser  træder  stærkt 
frem.  At  negative  Værdier  for  Ordinaterne  veksler  med  positive,  er  i  og  for  sig  en 
Ulempe,  dog  næppe  saa  stor,  som  man  har  villet  gøre  den  ti!;  thi  selv  om  dette  skulde 
medføre  »negative  Frequenser«,  hvad  der  naturligvis  er  en  Urimelighed,  er  dette  i 
Grunden  ikke  andet  end,  hvad  der  vil  optræde  ved  enhver  Række,  der  bruges  til  Frem- 
stilling af  Frequenskurver  —  de  Hermiteske  Polynomier  skifter  som  bekendt  ogsaa  hyp- 
pigt Fortegn  — ,  og  hvad  der  i  denne  Sammenhæng  er  af  væsentlig  Betydning,  de  nega- 
tive Frequenser  vil  altid  optræde  i  Kurvens  Ender,  hvor  Iagttagelserne  er  yderst  usikre, 
og  de  kan  da  fortolkes  derhen,  at  vi  i  Virkeligheden  intet  ved  om  Forholdene  saa  langt 
uden  for  Gennemsnittet,  uden  at  lagttagelsesmaterialet  maa  væsentlig  forøges.  Som 
Regel  er  saa  extreme  Iagttagelser  iøvrigt  uden  Interesse.  Det  vil  være  alle,  der  har 
beskæftiget  sig  med  herhen  hørende  Spørgsmaal  bekendt,  at  Pearson  ubetinget  forkaster 
Anvendelsen  af  Rækker  til  Fremstilling  af  Frequenskurver,  netop  paa  Grund  af  de  nega- 
tive Frequenser,  medens  han  paa  den  anden  Side  regner  det  for  en  betydelig  Fordel,  at 
hans  Type  I  giver  imaginære  Værdier  uden  for  visse  Grænser,  som  han  da  fortolker 
som  de  yderste  Grænser  for  mulige  Værdier  af  Gentagelsesresultaterne ;  det  er  dog  ikke 
vel  muligt  at  se,  at  negative  Frequenser  skulde  være  mere  meningsløse  end  imaginære 
endog  i  en  saadan  Grad,  at  de  sidste  netop  skulde  betyde  en  Fordel. 

For  at  vise,  hvor  smidig  Rækken  efter  Cylinderfunktioner  i  Grunden  er,  forsøger  vi 
at  fremstille  det  Tilfælde,  der  skulde  synes  mindst  egnet  til  at  fremstilles  paa  denne 
Maade,  nemlig  selve  den  Gaussiske  Fejllov,  der  utvivlsomt  er  den  mest  udprægede 
Typeyi,  der  kan  tænkes.  Halvinvarianterne  er  her  A^  =  o,  Xg  =  i,  medens  alle  de  andre 
er  Nul.  Det  er  da  naturligt  at  vælge  x  =  o,  X  =  i,  hvorved  Leddene  med  første  og 
anden  Differens  forsvinder;  endvidere  er  /X"^  —  x-=  i,  og  vi  faar  da  af  Tabel  II  de 
følgende  Værdier,  idet  log  ^~-^  =  '^5657,  k^  =  0,  ^4  =^  i. 
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X  =  o.     Kurven  symmetrisk. 
I.     \  =^  02 
II.     X  =  0-6 

III.  X  =  ro 

IV.  X  =  2-0 
V.     X  =  40 


¥\g.  1. 


0,7 
0.6 
0,5 

Q3 
0,2  \- 
0,1 


A 

yX2— x2=  o- 2 

\ 

I.           X  —  02 

\\ 

II.           X  =   10 

III.               X  =::    40 

\  /s\\ 

1     V 

V^  ^  ^^^-^^ 

1-— r'Vr  ..--'i            i 

wV_,, 

1                  1                 1                 T 1 1                 i 

-3 


^/         5 
Fig.  2. 


/^J     J/      12 


W      11       12 
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-s     -7 


-5 


■2       / 


2 

3 

^ 

5       6         7 

Fig.  4. 

yx2 

—  X^  —  O 

I. 

X  =  0"2 

11. 

X  =  0-6 

III. 

X  ^  lo 

IV. 

X   =    2'0 

V. 

X  =  4'o 

/<?      //      12 


Fig.  6. 


I 

I 

0  ' 

OOCXDI 

60 

44  + 

16 

8 

540 

540 

0 

20 

2329 

2420  — 

91 

29 

4145 

3989  + 

156 

51 

2329 

2420  — 

91 

29 

540 

540 

0 

20 

60 

44  + 

16 

8 

3' 

log/x(0    log9'(;«r)     ^{x)  .      A  A^  A^*         A*         -^A^  ber.        obs.     ber.-obs.  l/^ 

-foooi  +-0007 

— 5    v6-4337    V5-9994    o'oooi  +0008  +0048     — 0002    — o'oooi    00000  — O'oooi      — 

+  9+55 
4    V7-4468    V70I25  10  +63  +    227    —       9     + 

+      72  +    282 

3    V8-3457    V7-9II4  82  +    345  +    537     —      22 

+    417  +    819 

2      V 1327    V8-6984         499  +1164  —    987     +      41 

+•1581  —    168 

—  I       V7522      V3179       2080  -f-    996  — '5982     +    249    • 

+•2577  —-6150 

o      01024      v668i        4657  —-5154  +12300     —    512 

—■2577  +6150 

-f-i       V7522       V3179        2080  +    996  — 5982     +    249 

—  1581  +    168 

2  V1327     v8-6984         499  +1164  —    987     +      41 

—  417  —    819 

3  V8-3457  \7-9ii4     82      +  345      +  537  —  22 

—  72     —  282 

4  V7-4468    V70125  10  +63  +    227     —       9+1  I  o 

—  9  -      55 
+  5     v6-4337    V5-9994    0*0001              +0008  -|-"oo48     —0002     — ooooi    O'oooo  — O'OOOi 

—  0001  — 0007 

Selv  om  Fremstillingen  just  ikke  kan  siges  at  være  særdeles  god,  idet  der  er  for 
mange  store  Afvigelser,  saa  er  den  dog  ikke  saa  lidt  bedre  end  mange  af  de  Fremstil- 
linger ved  Pearsons  Kurver,  som  denne  kalder  udmærkede.  Grafisk  ses  Fremstillingen  i 
Fig.  6,  hvor  der  tilsyneladende  ikke  er  noget  at  sige  til  Fremstillingens  Godhed. 

Efter  dette  kunstige  Exempel  skal  vi  give  et  andet,  der  i  Modsætning  til  dette  er  saa 
udpræget  af  Type  B,  som  man  vel  kan  tænke  sig,  idet  Fordelingen  er  ganske  »ensidig« ; 
'det  minder  fuldstændig  om  de  af  v.  Bortkiewicz  (1.  c.)  givne.  Det  drejer  sig  her  om 
nogle  af  Hugo  de  Vries  foretagne  Tællinger  af  Kronbladene  i  Ranunculus  bulbosus;  og 
vi  vælger  her  den  af  ham  som  »Serie  C^  betegnede  Række,  fordi  den  er  behandlet  ogsaa 
af  Pearson,  hvorved  vi  faar  Lejlighed  til  at  sammenligne  Rækkerne  af  Type  B  med 
Pearsons  Kurver.     Iagttagelserne  hedder: 

Antal  Kronblade     {x)     —         5         6         7         8         9       10 
Antal  Blomster  =  Frequens     [y)     =      133       55       23         7         2         2 

For  de  fire  første  Halvinvarianter  findes  følgende  Værdier: 

\=      +5631 

\  =     +  0927  3 

X3  =     +1655  h:K=     +i-83=::X'3 

\=    +3-380  K:K=    +3-94  =  ^0 
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hvoraf  det  tydeligt  fremgaar,  at  Fordelingen  baade  er  meget  »skæv«  og  meget  »topstejl«, 
saa  at  det  næppe  er  rimeligt,  at  en  Række  efter  Hermiteske  Polynomier  kan  bruges  i 
Praxis,  idet  Konvergensen  vil  blive  for  langsom.  Vi  kan  derimod  saare  let  fremstille 
Iagttagelserne  efter  Type  B,  idet  vi  vælger  X  =  x.  Nulpunktet  i  5  og  X  =  +0*631, 
hvorved  Koefficienten  til  A^  forsvinder;  bruges  nu  enten  v.  Bortkiewicz  eller  Biometrikas 
[Sopers]  Tavle,  og  tages  Differenser  paa  opadgaaende  Skraalinje,  faas  straks  følgende 
Formel : 

y  =  222y\)x{x—s)  +  3I'5^^^a(^— 5)        ^=  +0-631. 
Tavlen  giver  følgende  Regning: 


-5 

^ 

A 

A2 

222l}) 

31-5  A2t}) 

ber. 

obs. 

ber.— obs 

+  •532 

'       + 

0-532 

0 

+  0-532 

—•728 

+ 

II8.I 

+  16-8 

I34'9 

133 

+  1-9 

— 

196 

I 

+  0-336 

•230 

—•034 

+ 

74-5 

—  229 

51-6 

55 

—  3*4 

2 

+  o- 106 

•084 

+•146 

+ 

23-6 

—    ri 

22.5 

23 

—  0-5 

3 

+  0022 

019 

+  •065 

+ 

49 

+    46 

9-5 

7 

+  2.5 

4 

+  0003 

•003 

+  016 

+ 

o-S 

+     2-1 

2-9 

2 

+  09 

5 

+  0000 

+ 

o-I 

+    0-5 

0-6 

2 

_  —  1.4 

Hverken  de  numeriske  Regningers  Simpelhed  eller  Fremstillingens  Godhed  lader 
noget  tilbage  at  ønske  (sml.  Fig.  7). 

Vi  kan  nu  til  Sammenligning  prøve  at  fremstille  disse  Iagttagelser  ved  en  Række 
efter  Hermiteske  Polynomier;  Regningen,  der  følger  nedenunder,  er  her  langt  mere  be- 
sværlig, og  kræver  flere  Tavler  (Tabel  V),  og  giver,  som  vi  straks  vil  se,  endda  et 
daarligt  Resultat,  naar  man  ikke  medtager  temmelig  mange  Led. 

X  —  >i  (.r  —  Al) :  ^^Aa     <Po  9*       94       {^i)                {><*)    ■  ^  l^er.  (4)  obs.  ber.  (6) 

—0-631  —0-656  +0-3217  -0-5423  +0-1940  +0-1654  +0-0318  +0-5489  126-6  133  132-5 

+  0-369  +0-383  +  3708  +  -4051  +  7938  -  -1236  +  -1302  +  -3774  87-0  55  52-3 

1-369  1-422  +  -1452  +  -2018  —  -7321  —  -0615  —  -1201  —  -0364  -8-4  23  27-3 

2-369  2-461  +  -0194  —  -1452  +  -0645  +  -0443  +  -0106  +  -0743  17-1  7  2-6 

3'3^9  3-500  +  -0009  —  -0283  +  -0694  +  -0086  +  "0114  +  "0209  4*8  2  6-0 

4-369  4-539  +0-0000  — o'ooio  +  "0041  +0*0003  +0*0007  +  0010  0-2  2 

Fremstillingen  er,  som  man  ser,  særdeles  slet,  naar  kun  Led  til  cp'^  incl.  medtages 
(ber.  (4)).     Den  kan  dog  forbedres   betydeligt  (ber.  (6))   ved   at  man   medtager   det  af  Xg 
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afhængige  Led  i  (p^''(-^)»  "^^'^  ^^'^  Methoden  bliver  dog  her  altfor  tung,  da  Konvergensen 
er  yderst  langsom.  For  at  faa  en  helt  god  Fremstilling  maa  vi  medtage  Leddet  (<p^"). 
Med  Hensyn  til  den  praktiske  Konvergens  af  Rækken  af 
Type  A  forekommer  det  mig  mærkeligt,  at  de  Forfattere, 
der  stærkest  har  anbefalet  denne  Type:  Thiele  og  Bruns, 
ikke  synes  at  have  bemærket,  at  Leddene  ikke  bør  tages 
i  den  Orden,  der  angives  ved  Polynomiernes  Mærketal, 
idet  dette  ikke  svarer  til  deres  Størrelsesorden  ^).  Leddene 
med  (p'^  og  cp^'  er  nemlig  af  samme  Orden  og  bør  saa- 
ledes  begge  medtages  (eller  begge  bortkastes).  Tilnær- 
melsen kan  udtrykkes  ved  følgende  Skema  (idet  Udviklings- 
funktionens Parametre  er  valgt  saaledes,  at  2det  og  3dje  Led 
i  Rækken  forsvinder): 


iste  Tilnærmelse: 
2den  Tilnærmelse: 
3dje  Tilnærmelse : 
4de     Tilnærmelse : 


ep 

ep,  cpi" 

ep,  ep"',  cp'^',  (p^'^ 

ep,  ep"',  9'^',  (p^'j  9^',  cp^'",  ep' 


Fig.  7. 


Det  synes  at  være  Edgeworth  %  der  først  har  bemær- 
ket, i  hvilken  Orden  Leddene  bør  medtages;  senere  har 
Charlier^)  gjort  opmærksom  paa  det,  dog  har  han  i  de 
numeriske  Exempler,  han  har  givet  paa  Rækker  af  Type  A 
ikke  taget  Hensyn  til  ,det,  hvad  der  muligvis  hidrører  fra, 
at  alle  Chatliers  Exempler  kun  frembyder  ringe  Afvigelser 
fra  den  Gaussiske  Fejllov,  hvorved  Betydningen  af,  at  Led- 
dene tages  i  den  rette  Rækkefølge,   væsentlig  indskrænkes. 

At  Bruns  ikke  har  bemærket  det,  synes  mig  at  fremgaa  af  den  Omstændighed,  at  hans 
kendte  Tabeller  over  de  Afledede  af  den  Gaussiske  Fejllovsfunktion  ikke  gaar  længere 
end  til  ep^;  det  vilde  ellers  have  været  naturligere  at  standse  ved  ep^';  i  dét  eneste 
Exempel,  hans  Bog  indeholder,  findes  ogsaa  kun  Leddet  med  ep'^  medtaget;  Forfattere, 
der  har  benyttet  Bruns  s  Række  numerisk  f.  Ex.  Czuber^),  gaar  heller  ikke  videre,  skønt 
Fremstillingen  lader  en  Del  tilbage  at  ønske.  Af  det  foregaaende  Exempel  ses  tydeligt, 
hvilken  Betydning  det  har,  at  Leddene  medtages  i  den  rette  Orden.  Jeg  har  derfor  selv 
maattet  beregne  Tabel  over  ep^'  (se  Forklaringerne  til  Tabellerne). 

For  Type  B  har  Charlier^)  angivet  følgende  Størrelsesforhold  for  Leddene,  idet 
han  forudsætter  X  =  x  og  desuden  X  valgt  saaledes,  at  Koefficienten  til  første  Differens 
forsvinder  (for  det  almindelige  Tilfælde  er  Forholdene  de  samme): 


')  Ordet  > Størrelsesorden«  refererer  sig  naturligvis  til  Dannelsen  af  Elementarfejl;  Ordet  har  ellers  ingen  Mening. 
')  Edgeworth:  The  Law  of  Errors.  Cambr.  Phil.  Trans.  Vol.  20  (1904)  p.  36  —  65,    113—130. 
*)  Charlier:    Arkiv  f.  Mat.  o.  s.  v.     Bd.  5.     Nr.  15. 

*)  Czuber:    Die  Altersverteilung  der  Gestorbenen:    Mitt.  d,  Verbandes  d.  ost. -ung.  Privat-Versich.-Anst.,  Neue 
Folg.  Bd.  3,   1907,  p.   I--44- 
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iste    Tilnærmelse:  ^ 

2den  Tilnærmelse;  %>,  A^O" 

3dje   Tilnærmelse:  %;  A^^,  A33>,  A^O- 

4de     Tilnærmelse:  .%  A2  9>,  A^S«,  A^Q.,  As^-,  A«S> 

man  maa  altsaa,  naar  A^  medregnes,  altid  bruge  et  ulige  Antal  Led. 

Til  nærmere  Demonstration  af  det  lige  bemærkede  kan  vi  benytte  den  før  omtalte 
Erfaringsrække  for  Ranunculus  bulbosus,  og  benytte  ^x,x(^)  med  to  Parametre,  og  be- 
stemme disse  saaledes,  at  Leddene  med  A  og  A^  forsvinder.  Derimod  bør  man  som 
Regel  ikke  for  hele  »Varianter«  (for  at  bruge  et  biologisk  Udtryk)  ændre  Enhed,  da 
dette  kan  medføre  Vanskeligheder,  som  Problemet  i  sig  selv  ikke  frembyder.  Disse 
Vanskeligheder  hidrører  fra,  at  man  ved  at  indføre  en  ny  Enhed  kommer  til  at  arbejde 
med  Arealer  i  Stedet  for  med  Ordinater,  og  naar  Kurven  er  meget  asymmetrisk,  vil 
man  faa  en  daarlig  Bestemmelse  af  Momenterne,  saaledes  at  man  gennem  flere  Tilnær- 
melser maa  arbejde  sig  frem  til  »Sandheden«.  Det  er  i  Virkeligheden  en  af  de  største 
Vanskeligheder  ved  Anvendelsen  af  Pearsons  Theori  paa  meget  skæve  Fordelinger,  at 
han  udelukkende  arbejder  med  Arealer;  selv  en  saa  simpel  Ting  som  ovenstaaende 
Exempel  kræver  hos  ham  vidtløftige  Regninger  og  flere  Tilnærmelser,  før  en  brugbar 
Fremstilling  naas;  tilmed  maa  han  arbejde  med  mange  Cifre. 

Af  Formelsystemet  (22)  og  (23)  faas  nu,  idet  vi  lægger  Nulpunktet  i  ;t:  ==  5 : 
X  —     0-927         X  +  X  =  1-558      yX2^^^2  ^    0-679 

x=     0-631         ^  —  X  =  0296         log  ^"-^  =  V  5974, 
samt  endelig 

~yh^  -V  37-89 
—  >^^  =  4-22-69. 

Med  ]/X2  —  x^  som  Argument  gaar  man  ind  i  Tabel  II  og  finder  derved  log/",  hvor- 
ved hele  Regningen  gaar  som  følger  (Formel  (10  d)): 

X— 5    log/  log(A+x)l*~^l  log*  »  A  Ai!  AS  A4  QA«  2228' ^□As*     -f-^A«*         ber.       obs,    ber.— obs. 

3!  4! 

—3    ■^8*33i5     v8"4!39    V63428    o"ooo2  +'oo4i 

+  0043  -(--0492 

-2      VI 139    v8-9426    V7-6539  45  +    533  +-2213    +'1598       roo        -  6-05       +   5-03       (-0-02)        o 

-f    576  +-2705 

—  I       V7247      V4713     V87934         621  +-3238  —1-0922    ---2756     1379       +10-44       —2478       (—0-55)         o        ~ 

-f38i4  --8217 

o      0-0495      o-oooo       V6469        4435  —-4979  +1-2349    — -2042     98-46       +  7-74       +28*02     +134-22     133     +1-22 

— -1165  -f-4i32 

+  1       V7247      0-1925       V-5I46       3270  -    847  --2190    +-3037     72-59       — 11-51       —  4-97  56-11       55     +rii 

—  •2022  +  1942 

2  V1139      0-3850      v-0963        1248  +-1095  --2368    +    758     2771       —  2-87       —  5-37 

—  927  —    426 

3  v8-33i5   0-5775  v8-5o64    321      +  669      —   38  -  445   7-13   +  1-69   —  0-09 

—  258      —  464 

4  V7-4326      07700     v7-8ooo  63  +    205  +    302    —    313       1-40       +    ri9       +  0*69 

— -     53  —    i^>2 

+  5     v6-4242      0-9625     V6-9841     o-Qoio  +43  +     130    —      97       0*22       +  0-37       +  0*29 


19-47 

23    —3*53 

873 

7     +173 

3-28 

2     +1-28 
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Heraf  faas  straks,  at  første  Tilnærmelse  (222  0>)  er  meget  daarlig,  og  at  en  anden 
Tilnærmelse,  der  kun  vilde  tage  Hensyn  til  G  A=^  og  ikke  til  A*,  ogsaa  vilde  være  meget 
uheldig,  medens  derimod  Hensyntagen  til  begge  Leddene  giver  en  udmærket  Fremstilling. 

Vilde  man  forsøge  ved  at  indføre  en  ny  Enhed  at  fjerne  ogsaa  k^  og  k^,  vilde  man  af 
de  tidligere  fremførte  Grunde  faa  et  slet  Resultat.  Til  Sammenligning  anføres  her  det 
Resultat,  Pearson  er  kommen  til  ved  successiv  Approximation  med  Slutformlen: 

jy  =  0-2 1 1225^-"'322  (7.^253 — ;jrf*2. 
Resultaterne  findes  i  nedenstaaende  Tabel : 


X 

obs. 

ber.  Pearson 

ber.  i|) 

ber.  a- 

5 

133 

1369 

1349 

134-2 

6 

55 

485 

516 

561 

7 

23 

226 

22-5 

195 

8 

7 

9-6 

9-5 

87 

9 

2 

34 

2-9 

3-3 

10 

2 

08 

06 

09 

II 

0 

02 

00 

00 

Der   kan   vel   herefter   ikke   herske  Tvivl   om,    at  ^--Rækkerne  med  mindst  Arbejde  giver 
det  bedste  Resultat. 

For  at  faa  et  Exempel,  hvor  Kurven  ikke  er  saa  asymmetrisk,  at  den  Fejl,  man  begaar 
ved  at  regne  kontinuert,  betyder  noget  nævneværdigt,  og  hvor  vi  altsaa  vil  kunne  an- 
vende alle  vore  Methoder,  tages  et  fra  den  herhenhørende  Litteratur  velkendt  Exempel. 
Davenport  har  anstillet  en  Række  Tællinger  af  de  saakaldte  Mullerske  .Yi\ri\er  paa  For- 
benene af  Svinet  (sus.  scrofa),  af  hvilke  Rækker  vi  anfører  den  følgende,  der  gælder 
for  højre  Forben  af  Soen  {^)  [x  Antallet  af  Kirtler  paa  et  Ben,  y  Antallet  af  Svin).  Det 
totale  Antal  undersøgte  Svin  var  2000. 


X 

0 

I 

2 

3       4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

y 

15 

209 

365 

482    414 

lait... 

277 

2(X)0. 

134 

72 

22 

8 

2 

For  de  4  første  Halvinvarianter  findes  heraf  følgende  Værdier; 


\- 

+  3"50i 

\^ 

+  2-825 

3 

\  = 

+  2-417 

\X  = 

+  0-509 

\- 

+  0-886 

\-K  = 

+  0-III, 

hvoraf  ses,  at  Kurven  er  ikke  ubetydelig  »skæv«  og  en  Smule  »topstejl«  ;  dog  er  Skæv- 
heden her  ikke  saa  betydelig,  at  nævneværdige  Fejl  kan  opstaa  ved  at  erstatte  Arealer 
med  Midterordinater.   Kurven  synes  saaledes  nærmest  at  høre  til  Type  A,  og  vi  skal  nu 

5* 
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for  A,  B  og  Pearsons  Methode  gennemføre  Regningerne  for  at  vise,  at  hvordan  man  end 
bærer  sig  ad,  bliver  Type  B  baade  den  bedste  og  den  billigste,  hvormed  formentlig  Be- 
viset er  givet  for  (J'-Funktionens  praktiske  Anvendelighed. 

Først  benyttes  ^\,,.[x)  med  x  og  X  valgt  saaledes,  at  k^  =  k^  —  o.    Da  X^  >X.2,  maa 
vi  forskyde  Nulpunktet  med  en  Enhed,  og  tage 

X  —  2501,     X  =  2-825, 
hvorved  yderligere  faas: 

"      yX2  —  x2  =  0.1185,      log^-^  =  V8773I,      -^/&3=—  280,      ^y^4  =::    -    l6r6, 

Og  Regningen  forløber  da  som  den  følgende  Tabel  viser: 

-v— I     log/ log(A±x)l*~^'    logO'         »(.v)         A  A2  A""  A<  QA^       2000»      (^3)  i^i)       Forbedr,    ber.     obs.    ber.-obs. 

—2     V1587       V0210       v6'9528    o'ooog  +'0091  +'0487     +'0325        r8     +  '91     —  .7'^7     —  7'o    — 5'2      —  ~ 

+■0100  +'0569 

-I      V7900       V5105        v8-o736  119  -f    660  —    920     +    109      238     +  -31     +i4'87     -h«5  2  +39'o       '5     +24*0 

+    760  —    351 

+0     0-1710       o-oooo       v8-944i  879  +    309  —    550     —    626    175-8     -1-75     +  889     +   71     182-9     209     -26-1 

+•1069  —    90[ 

-f  I        V790O  07264  V2895  1948  —     592  +      670       —     566     3896       —1-58       —10-83       —12-4       377-2       365       +I2'2 

+  477      —  231 

2  V1587   1-4528    V3846   2425      —  823      4-  656  +   97  485-0  +  27  —  io-6o  —10-3  474-7  482  --  7'3 

—  346      +  425 

3  V8-3654       2-1792         V-3177        2079  —    398  +      93     +    472    4i5"8     +i"32     —  1-50     -  02     415-6     414     +    16 

—  744  +    518 

4  V7-4465   2-9056    V1252    1335      4-  120      —  412  +  312  267-0  -|-  87  +  666  +  7-5  274-5  277  —  2-5 

—  624      -\-    106 

5  v6-4469       3-6320       v8-852o         711  -|-    226  —    129     -f      41     142-2     +11     +  208     +  2*2     144-4     134     +io*4 

—  398  -      23 

6  V5-3634   4*3584   v8-4949    313      +  203      —  64  —   55   62*6  —  15  +  1-03  +  0-9   63-5   72   -  8-5 

—  195      -   87 

7  V4-2139       5-0848       V8-0718  118  +116  +23—76      23-6     —    21     —      37     —  0-6       23-0      22     +  i'o 

—  79  —      64 

8  ^3-0072   5'8ii2   V7-5915     39      -H   52      +   30  —  49   7'8  —  14  —   48  —  0*6    7-2    8  —  o-8 

—  27      -   34 

9  vr7559      65376       Y7-0666  12  +18  4-22—23       2-4    —   06    —     36     —  0-4        2-0        2  o-o 

— -0009  —•0012 

10    VO-4470       72640       V6-4841     0-0003  +-0006  +-0009     — -0007       06     —    02     —      15     —  0-2        0-4        o     +  0-4 

lait:    1998-0 

Som  man  ser,  bidrager  Leddene  {k^  og  [k^  ikke  væsentligt  —  men  dog  noget  — 
til  Fremstillingens  Godhed;  de  væsentlige  Karaktertræk  i  lagttagelsesrækken  er  allerede 
gengivet  ret  godt  ved  Rækkens  første  Led,  og  vi  vil  ikke  ved  nogen  af  de  andre  Methoder 
kunne  vente  en  synderlig  bedre  Fremstilling. 

Vi  vil  nu  forsøge,  hvorledes  det  vil  stille  sig,  hvis  vi  ændrer  Nulpunkt  og  Enhed, 
sætter  X  =  x  og  som  kontinuert  Funktion  i  Stedet  for  Charliers  ij)  benytter  den  her  ind- 
førte simplere  Wa  (jr).  Vi  kan  da  i  det  almindelige  Tilfælde  fjerne  k^,  k^  og  k^,  og  vi 
maa  til  Bestemmelse  af  \  a  og  b  benytte  Formelsystemet  (26  a),  hvorved  faas: 


samt  ved  (26  b): 
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a  —  1168  kf^  =        2336 

\  =  3859         logX=    05864 
^  =  0-230     log<f-^  =  v8-324i, 


—  k^  —  —  214-68, 


hvorefter  Regningen  ved  Benyttelse  af  den  som  Tab.  I  vedføjede  Tabel  over  —  log  \  {x-\-\) 
foregaar  som  følger,   idet  den  nye  Variable  er  z  ^:^  ax  —  b: 

X  z        —  logr(2+i)     logX"  log  »I'  V  A  Aa  ^^  s*  k„^V  (kt)  ber.        obs.    ber.-obs. 

—2      —2*566         V6376      v8-4953     v8'i329     v6-457o     +0-0003 

— '0012 
—  I      —1-398         V4282        v*i8o2     v8'6o84    V6.9325     —0-0009  +-0150 

+  ■0138  +-0350  '      • 

o      —  -230         V9209        V8651       V7860     v8-iioi     +  -0129  -f-    500  —0616       30-13     +13-22       43-4         15       +28-4 

+    638  —    266 

+  1      +  -938        ooioS        0-5500      0-5608     V8-8849  767  -\-    234  —    428     179-17     +  9-19     188-4      209       — 20*6 

+    872  —    694 

2  2-io6         V6555        1-2350      0*8905       V2146  1639  —    460  +    471     382*87     — lo-ii     3728       365       +  7*8 

+    412  —    223 

3  3*274         V0679        1-9199      0*9878       V3119  2051  —    683  +    568     47911     —12*19     466*9      482       —15*1 

—  271  +345  ^ 

4  4-442       v8-32i6        2-6048      0-9264      V2505  1780  —    338  +      46    41581     —  0-99    414-8      414       +  o'8 

—  609  +391  '      ^ 

5  5-610       V7-4547        3*2897      0*7444      v-0685  1 171  +53  —  235     273-55     +.5*04     278*6       277       +  1*6 

-  556  +156  ^ 

6  6-778   v6-4904   3-9746   04650  v8*789i      615      +  209      —  187  143*66  +  401  147*7   134   +i37 

-  347      -   31 

7  7946   V5-4446   4*6595   0*1041  V84282      268      +  178      —   45   6260  +  0*97   63*6    72   —  8*4 

—  169      —   76 

8  91 14   ^4-3285    5*3444   v-6729  v7*997o      99      +  102      +   18   23-13  —  039   227    22   +  0*7 

-  67      -   58 

9  10*281      V3-1506       6*0294      V-1800    V7-5041  32  +44  +      28        7*48     —  0*60        69  8      —  ri 

—•0023  —     30 

10        11-450       vi*9i77        67143     V8-6320     V6-9561  0009  +0014  +0025         2*10     —  o*54         1*6  2       —  0*4 

Fremstillingen  er  ogsaa  her  i  det  væsentlige  god,  lidt  bedre  her  og  lidt  daarligere 
hist  end  ved  forrige  Methode;  de  store  Afvigelser  begge  Steder  er  aabenbart  »Tilfældig- 
heder« i  Materialet,  der  ikke  kan  ventes  fjernede,  medmindre  man  bruger  mange 
Konstanter. 

Endelig  efter  disse  let  haandterlige  Methoder  vil  vi  se,  hvorledes  det  stiller  sig,  naar 
vi  benytter  ^-Funktionen  med  bruddent  Argument,  og  ved  -Formelsystemet  (25)  bestem- 
mer X,  X,  a  og  å  saaledes,  at  k^  =  k.^  =  k^  =  k^  =  o.     Vi  faar  da 

a  ~  o-  560 1 

X  =  9-008  X  f  X  —  9  4325 

x  =  04245        X  — x  =  8  5835 

^  =  '•5364,  , 


X 
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hvad  der  desværre  medfører,  at  vi  ikke  her  kan  benytte  denne  Methode,  da  X  er  saa  stor, 
at    yX2  —  X*   falder  udenfor  Grænsen  for  Tabel  II. 

Til  Sammenligning  m.  H.  t.  Regningens  Besværlighed  og  Godheden  af  Fremstillingen 
vil  vi  gennemføre  Regningen  efter  Type  A  og  efter  Pearsons  Methode.  For  Type  A  maa 
vi  benytte  flere  Tabeller,  hvad  vi  for  saa  vidt  ogsaa  maa  for  Cylinderfunktioner,  som 
disse  indeholder  to  Variable,  saa  Ulempen  hermed  kan  man  betragte  som  ens  i  begge 
Tilfælde;  dog  maa  det  anses  for  en  Fordel  ved  Type  B,  at  vi  kun  behøver  Differenser 
af  Funktionen  \>  og  saaledes  kan  nøjes  med  at  beregne  een  Tabel,  medens  vi  for 
Type  A  maa  regne  ny  Tabel  for  hvert  nyt  Led,  vi  ønsker  medtaget;  i  nærværende 
Tilfælde  er  der  næppe  stor  Forskel  paa  Regnearbejdets  Størrelse,  der  for  Type  A  frem- 
gaar  af  følgende  Tabel  (Funktionerne  9v  fremgaar  af  Tabel  V):    . 

\  (^— ^i):^^  n  ^3                   •P4  (-^a)                (^0  9o  +  ('^j)  +  ('*4)  (ber.)4  obs.  ber.-obs  (ber.)e 

— 3'5oi  — 2*083  +o'0456  +o"i27i  — o"i9i8  — o'oioS  — o'oooS  4-o'o34o  40*4  15  +25*4  36'4 

— 2-50)  —1-488  1319  —  -1542  —  '7097  +      131  —        33  1417  i68"6  209  —40*4  i8ro 

—  1-501  -0-893  2678  —  -5267  —  -3076  +      447  —        14  31 1 1  3702  365  -f  5-2  383-8 

—0-501  —0-298  3816  —  -331 1  +  "9540  +      281  +        45  4142  492-9  482  +10-9  474'7 

+0-499  +0297  3817  +  -3301  +  -9524  —      280  +        44  3581  426-1  414  +12-1  407-9 

+  1-499  +0-892  2680  +  -5270  —  -3057  —      447  —        14  2219  264-1  277  — 12-9  277-7 

+2-499  +f487  1321  +  -1549  —  7101  -      131  —        33  1157  1377  134  +  3-7  150-1 

+3'499  +2-082  457  —  -1269  —  -1927  +       108  —          9  556  66-2  72  —  5-8  62-2 

+4-499  +2-676  111  —  '1238  +     1258  +      105  +          6  222  26-4  22  +  4-4  21-9 

+  5"499  +3271  19  —  '0477  +  "'009  +40+4  63  7-5  8  —  0-5  7-3 

+  6-499  +3'866  +0-0002  — 0-0106  +00311  +00009  +0-0001  0-0012  14  2  —  0-6  2*0 

Ved  (ber.)^  er  her  for  Kortheds  Skyld  betegnet  det  Resultat,  man  faar  ved  at  standse 
ved  cp'^;   tages  den   af  X3  afhængige  Del  af  Leddet  med  (9^')  med,   faas  det  som  (ber,)6    ' 
anførte  Resultat,  der  viser,  at  det  for  saa  ringe  Skævhed  som  her  ikke  betyder  ret  meget, 
om  man  medtager  9^'  eller  ej. 

For  at  udføre  Regningerne  efter  Pearsons  Methode,  maa  vi  først  bestemme  Kurvens 
»Type«,  hvortil  Beregningen  af  »Kriteriet«  anvendes;  dette  bestaar  i  at  finde  Værdien 
af  Udtrykket: 

X'3MXH-6)2 


F  = 


4(2X;-3X?)(4X;-3X'3^+i2) 


hvor  de  mærkede  Bogstaver  betegner  de  absolute  Invarianter  X'3  =  X3 :  X^,  X^^^X^rX^, 
og  »Typen«  afgøres  da  af,  mellem  hvilke  Grænser  F  falder.  Da  den  Pearsonske  Theori 
er  denne  Undersøgelse  uvedkommende,  skal  vi  her  nøjes  med  at  anføre,  at  det  ved  Be- 
regningen viser  sig,  at  den  nærværende  Kurve  er  af  Type  I,  der  har  Ligningen: 

hvor  Konstanterne  bestemmes  ved  følgende  Regninger:    Først  beregnes 
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3X?-2X; 
og 

8  =  \        1        / 


og  Wi  +1  og  »^2  +  I  er  da  Rødder  i  Ligningen  m^  —  rm  -\-  e  =  o.     Derefter  findes 


^  ^  yXg  (x;^r  +  2)2  +  i6(r+  O) 

2 


og  a^:a^  =  m^:  in^,  a^^  -^  a^=^  b.     Endelig  bestemmes  jVq  ved  Formlen: 


yo  = 


b     {mi  +  m^)'"^'^'"^      r(wi  +  i)  r(«Z2  +  i) 


hvor  Sq  er  Gentagelsernes  Antal. 

Det  vil  sikkert  ikke  være  nødvendigt  at  gennemføre  Regningerne  for  at  overbevise 
Læseren  om,  at  denne  Regning  er  langt  mere  besværlig  end  nogen  af  de  to  andre,  til- 
med da  der  er  et  kompliceret  F"ormelapparat,  der  ikke  tillader  rent  automatisk  Regning, 
medens  man  baade  for  Type  A  og  Type  B  kan  arbejde  efter  et  rent  Regneskema,  som 
man  aldrig  glemmer,  naar  man  en  Gang  har  benyttet  det;  at  Pearsons  Theori  ikke  kan 
tage  Hensyn  til  mere  end  fire  Halvinvarianter  er  ogsaa  en  Skavank,  der  forhindrer  dens 
universelle  Anvendelse  (jeg  kender  saaledes  flere  lagttagelsesrækker,  hvor  Pearsons  Theori 
svigter  totalt).  Vi  kan  efter  de  foregaaende  Bemærkninger  nøjes  med  at  sammenstille 
Resultaterne  af  de  forskellige  Fremstillinger,  og  saa  lade  Læseren  selv  dømme  om, 
hvilken  Methode  han  finder  mest  bekvem. 


X 

obs. 

(I) 
Pears. 

II) 

(111) 

(IV) 

Type  A 

A, 

A„ 

Ai„ 

A,v 

o 

15 

278 

39-0 

434 

.     364 

+  12-8 

+  24-0 

+  28-4 

+  21-4 

I 

209 

181-5 

182-9 

188-4 

1810 

—  27-5 

—  26-1 

—  20-6 

—  28-0 

2 

365 

385-5 

377-2 

372-8 

3838 

+  20-5 

+   12-2 

+    7-8 

+  18-8 

3 

482 

473-9 

4747 

466-9 

4749 

—    8-1 

-     7-3 

—  15-1 

—  7-3 

4 

414 

4117 

4156 

414-8 

407-9 

—    23 

+     v^ 

+    0-8 

—    6-1 

5 

277 

2756 

274-5 

2786 

277-7 

—    1-4 

—   2-5 

+    1-6 

+    0-7 

6 

134 

1478 

1444 

147-7 

150  I 

+  13-8 

+  10-4 

+  13-7 

~  16-1 

7 

72 

646 

63-5 

636 

622 

—    7-4 

-  8-5 

-    8-4 

-   98 

8 

22 

231 

23*0 

22-7 

21-9 

+     I-I 

+    i-o 

+    0-7 

—    o- 1 

9 

8 

67 

7-2 

6-9 

7-3 

—    1-3 

—  08 

—    ri 

—  07 

lO 

2 

1-5 

2-0 

1-6 

20 

—   0-5 

00 

—   04 

00 

I  [ 

0 

03 

0-4 

o-o 

0-0 

+    03 

+  04 

00 

0-0 

For  at  give  et  Exempel  paa  Anvendelsen  af  den  almindelige  ^--Funktion  med  bruddent 
Argument   vil   vi   for   det   følgende   Materiale   bestemme   Konstanterne  X,  x,  a   og   b  saa- 
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ledes,  at  ^i,  k.^,  k^  og  ^^  forsvinder;  da  Materialet  desuden  er  kontinuert,  kan  vi  vise 
Brugen  af  Integralformlen  (lOg)  (Tabel  IV)  Materialet  er  publiceret  a(  ^o/iannsrn  ^)  og 
handler  om  »Spring«  i  Bygax.  Dette  er  et  pathologisk  Fænomen,  bestaaende  i,  at  visse 
Korn  i  Axet  ikke  kommer  til  Udvikling,  hvorved  det  modne  Ax  viser  Huller,  »Spring«; 
disse  ansat  i  pCt.  er  lagttagelsesresultaterne,  medens  Antallet  af  undersøgte  Ax  er 
Frequensen;  som  Repræsentant  for  »Klassen«  (5  pCt )  er  valgt  Midten,  hvorved  Iagt- 
tagelserne bliver: 

Klasse    0-5  5-10  10-15   15-20  20-25  25-30  30-35  35-40  40-45  45-50  50-55 

X        2-5         7-5         12-5  17-5  22-5         27-5         32-5         37-5         42-5  47-5         52-5 

Frequens(j)  53       131       180         170         1 1 1         50  22  22  7  2  i 

lait:     749. 

For  Halvinvarianterne  findes  Værdierne: 


Xj   zz;    +          16-29 

X2  =  +    76-58 

3 

X3  =  +  53175 

\:K 

=  +  0795 

K  =  +  4558-00 

K-K 

=  +  0777, 

hvoraf  det  fremgaar,  at  baade  »Skævhed«  og  »Topstejlhed«  er  ret  betydelige. 

Af  Formelsystemet  (25)  faas  nu  følgende  Værdier  for  Parametrene: 

«  =  0-1296  ]/X2_x2=  0-5593     log  (X  +  x)  =1  0-3881 

X  ==  1-276  logff"^  =  V4415      log(X  —  x)  =  V  1072 

X  =  1-158  ^0  =  749   {*t   ^0  ="  -^0  og  ikke  as^,, 

/^  =  0-953  hidrører  fra  Integrationen), 

hvorved  vi  af  Tabel  II  faar  følgende  Regning: 

r                  log/  log  (X  +  x)''               .                    log  ^  [r)             9-  {r) 

—  3     v8-3274  V7-32I6     v5-6490     v5'0905     o-oooo 

—  2      v-1084  v8-2i44     v7  3228     V67643         6 

—  I      v-7i6i  V1072     V8-8233     V8-2648       184 
o      00339  00000      00339      V4754      2988 

+  I      V-7161  0-3881      0-1042      v-5457      3514 

2  V1084  07762      V8846      V-3261      .2119 

3  V8-3274  1-1643      V-49I7     V8-9332       857 

4  V7-4225  1-5524     V8-9749     v8-4i64       261 

5  v6-42i5  1*9405     V8-3620     v7'8o35        64 

6  ■^5-3415  2-3286     V7-670I     V7-1116        13 

7  -  V4-I947  2-7167     V69114     V6-3529         2 

8  V2-9901  3' 1048     Y6-0949     V5-5364     00000 


*)  yohanitsen'.  Eleuieiite  der  exacten  Erblichkeilslehre,     2.  Udg.  Jena   1913,  p.  248. 
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-0-953 

-  '305 

+  -343 

•991 

I  639 

2287 

2935 

3-583 

03 1 

4879 

5"527 

6-175 

+6823 

For  at  danne  Q'-Funktionens  Integral  maa  vi  først  for  Intervallernes  Grænser  finde 
Værdien  a(  s  =  ax — å,  og  derefter  af  Tabel  IV  med  Argumentet  s  —  r  finde  Intcrpola- 
tionsfaktorerne  s^  {2  —  r)\  for  s  faas  følgende  Værdier : 

X         o  5  10        15       20        25        30        35        40        45        50        55       60 

■s    —0-953  —-305   +-343   '991    1-639   2-287   2935    3583    4231   4-879   5  527  6-175   6-823 

Interpolationsfaktorerne  faar  da  Værdierne : 

r  =  -2  I  o  +1  +2  +3  +4  +5  +6  -J-7 

[-•4541]  [--5895]  [-oooo]    [+-5895]  [+4514]  [+-533>]    [+-4750]  [-^-5201]  [+-4832]  [  +  -5144]      \s{z)'/z  ber.   obs 

+  -1370  -5426  -5883  +  -1375   -0813  +  -0579  -  -0449  +  0368  -  -0311  -I- -0269  -"isoe 

-4--0239  —'0543    -'2898  +  -0360         '0196  +   -0159    -■  'oioS  +   "0083    -     -0069  +*oo6o  ^-'0780 

+  •0240  —'0438   +-3216  +   -0696    —  "0301  +  ■o'94    -    -OHi  +  '0112      -  -0094  -|-*oo79  +1148 

+  •0817  -•1381  +-5894  +  "5805    -    '1380  +  •0817    -  -0580  +   -0451    —  -0269  +-0312  +'3541 

+  •0391  —•0776  +-4842  +1-1016  +   -1 152  —  -0088    —  '0026  +  'oosi    —  "0056  4- '0055  -f*554o 

+  0327  — -0685   +-4690  +1-1465  +  -7257  —  -0121   +  -0023  +  -0007     -   -0019  +0023  +'6946 

+  •0683  —-1140  +-5324  +1-0420  +1-0387  +  •4683    —  •1125  +  "0676    ~  "0492  +-0389  +8221 

+•0449  —-0853  +-4951  +1-0950  +  -9464  +1-0178  +  -0959  -  -0098    -  -0014  +-0043  +-8215 

+■0359  -0743  +"4811  +1-1145   +   -9147  +I-IO04  +  -6993  -  -0391   +   -0180  -  -0097  +-8402 

+-0620  — -1051   +-5187  +1-0663   +   -9820  -\-  -9883  +1-0566  +   -4001    —  -0996  +'0595  +-8506 

+  •0480  --0889  +-4995  +1-0898  +   -9515  +1-0317   +   -9813  +   -9731   +   -0645  --0033  +-8526 

+•0378  -"-0772  +-4856  +1-1067  +  -9300  +1-0614  +  -9335  +1-0962  +   -6553  -0581  +-8538 

+  0581  --1002  +-5122  +1-0753  +  -9684  +roio9  +roo28  +  -9796  +1-0553  +-3394  +-8548 


+-0726  54-4  53 

-1928  144-4  131 

■2393  179-2  180 

-1999  149-7  170 

-1406  105-3  III 

-0875  65-5  50 

•0394  29-5  22 

-0187  i4'o  22 

-0104  7-8  7 

-0020  1-5  2 

-0012  0-9  I 

+  •0100  0-7  o 


ber.    obs. 

+   1-4 

+  I3"4 

08 

-203 

-  5-7 
+  •5-5 
+   7-5 

-  8-0 
+  0-8 

-  0-5 

-  01 

+  0-7 


I 


^  [z)  dz    beregnes    ved    Hjælp    af   en    Regnemaskine.     Vi    har   her  til    Lettelse    for 

o 
Læseren   skrevet   flere  Tal    end    egentlig   nødvendigt,    idet    man   straks    kan    sætte    Inter- 


polationsfaktorerne i  Maskinen. 


De  i  Parantes  anførte  Tal  er 


sm  nx   , 
ax 

■KX 


Fremstillingen  er  gennemgaaende  ret  god;  de  enkelte  betydelige  Afvigelser  kan 
aabenbart  ikke  fjernes  ved  en  simpel  Formel. 

Dette  Exempel  har  Charlier  benyttet  for  \j)-Funktionen ;  paa  Grund  af,  at  en  Tabel  over 
denne  ikke  findes,  har  han  benyttet  den  Udvej  at  beregne  Funktionen  for  de  Værdier 
af  x^  for  hvilke  z  ^^  ax  —  b  bliver  hele  Tal,  hvad  der  kan  gøres  ved  ik  Bortkiexvicz  s 
Tabel;  han  har  derefter  tegnet  en  Kurve  og  benyttet  grafisk  Interpolation  til  Sammen- 
ligning, hvad  der  naturligvis  kun  er  en  Nødhjælp,  der  er  ganske  utilfredsstillende.  P^or 
at  vise,  at  en  Tabel  over  Charliers  i{)-Funktion  —  som  før  nævnt  —  er  overflødig,  skal 
vi  benytte  Tabel  I   til  ved  Hjælp  af  den   her    indførte  simplere  Funktion  ^\[x)  at  frem- 
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stille   Ordinaterne   til   den    af  Charlier  tegnede  Kurve.     Formelsystemet  (26  a)   giver  her 
«  =  oi44,    /^  =  0763,    X=:=i-589,    /^o  =  53928,    medens    /é^    bliver    saa    lille,    at    Leddet 

^,  k^bJ^  kun  kan  give  ganske  ringe  Bidrag  til  at  forbedre  Fremstillingen. 

Regningen  bliver  da  følgende: 


logX     = 

0-2009 

log  e-'*'  = 

V3099- 

.V 

r 

—  logr(z+i) 

logA' 

log  «l\  iz) 

^I',(z) 

ber.  /C'o  'I' 

obs. 

ber.-  obs. 

-  7-5 

-1-843 

nv-i527 

V6297 

nv8-7824 

J1V8-0923 

—00124 

— 

-  2-5 

-1-123 

nv053O 

^■7744 

nv8-8274 

m-8-1373 

-  0  137 

- 

+  2-5 

^  -0-403 

V-8250 

V9190 

V7440 

V0539 

+0-1132 

61-1 

53 

+  8-1 

7*5 

-0-317 

00482 

0-0637 

0-1119 

V-42I8 

2641 

142-4 

131 

+  11.4 

125 

1-037 

V9930 

o'2o83 

0-2013 

V-5II2 

3245 

175-0 

180 

-   5-0 

17-5 

1757 

V79II 

03530 

O' 1 44 1 

Y-4540 

2844 

153-4 

170 

-16-6 

22-5 

2-477 

V4.894 

0-4976 

V9870 

v-2969 

1892 

106-9 

III 

-   4-1 

27*5 

3'I97 

V 1 1 20 

0-6423 

V7543 

v-0642 

1161 

62-6 

50 

-f  126 

32-5 

3-917 

V8-6937 

0-7869 

V4806 

V8-7905 

617 

33-3 

22 

+  "•3 

37-5 

4-637 

v8-i845 

0-9316 

V 1 1 6 1 

V8-4260 

267 

14-4 

22 

-   7-6 

42-5 

5-357 

^7"65i4 

1-0762 

v8-7276 

V8-0375 

109 

5-9 

7 

—   i-| 

47'5 

6077 

V7-0799 

1-2209 

V8-3008 

v7  6107 

41 

2-2 

2 

—    0-2 

52-5 

6797 

V6-474I 

i"3655 

V7-8396 

v7'i495 

14 

0-8 

I 

—    0-2 

57-5 

7-5 '7 

^5-8374 

1-5102 

V7-3476 

V66575 

00005 

0-3 

0 

+  0-3 

2,5       7,5      12,5     n,5    22,5     27,5      32,5    37,5    J/^2,5    Jt7,5     52,5  % 
Fig.  8. 
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De  her  under  »ber.«  anførte  Tal  er  en  Femtedel  af  Ordinaterne  til  Midten  af 
Intervallerne;  Sammenligning  kan  forsaavidt  ikke  foretages  som  »obs.«  er  Arealer;  tænkes 
ogsaa  disse  repræsenterede  ved  en  Femtedel  af  Midterordinaten,  faas  dog  et  Billede  af 
Fremstillingens  Godhed.     Kurven  (i  Femtedele)  er  anført  Fig.  8. 

Exemplet  med  Ranunculus  bulbosus  viser  os,  at  det  ikke  altid  vil  være  for maalstj enligt 
at  bestemme  Parametrene  saaledes,  at  saa  mange  som  muligt  af  de  første  Led  forsvinder; 
i  Tilfælde  af  stærk  »Ensidighed«  er  det  rimeligt  at  vælge  A  =  x,  og  da  tage  en  Værdi 
af  X,  som  man  af  Kurvens  Figur  skønner  passende,  hvorved  man  maaske  kan  klare  sig 
med  færre  Led;  man  kunde  ogsaa  tænke  sig  at  fjerne  nogle  Led  af  højere  Orden  og 
bibeholde  de  første;  dette  vilde  dog  give  Ligninger  af  højere  Grader  og  derfor  være 
upraktisk.  Det  kunde  synes  at  være  en  Ulempe,  at  der  saaledes  gives  Rum  for 
Vilkaarlighed  — ,  er  naturligvis  ogsaa  en  Ulempe,  men  Vilkaarligheden  er  her  ikke  større 
end  den,  der  ligger  i  selve  Problemets  Natur,  og  den  samme  Ubestemthed  findes  følgelig 
ogsaa  i  Rækkeudviklingen  efter  Hermiteske  Polynomier,  hvor  Udviklingsfunktionens  Para- 
metre ogsaa  maa  vælges  efter  Skøn.  Dette  synes  dog  i  Almindelighed  at  blive  overset, 
saaledes  dS  Palin  Elderton\  der  angriber  Charlier,  fordi  Konstanterne  i  Type  B  »kan 
bestemmes  paa  flere  Maader«,  og  han  anser  det  for  en  væsentlig  Mangel,  at  Charlier 
intet  kan  sige  om,  hvilken  Methode  man  skal  benytte;  for  Type  ^  omtaler  han  derimod 
ikke  nogen  Ubestemthedj.  hvad  der  formentlig  hidrører  fra,  at  den  af  Bruns  som  Normal- 
form betegnede  Form,  med  X^  og  \  fælles  for  lagttagelsesrækken  og  Udviklingsfunktionen, 
er  den  hidtil  eneste  i  Praxis  benyttede,  saaledes  at  Ubestemtheden  her  næsten  er  gaaet  i 
Glemmebogen,  medens  den  for  den  nye  og  —  af  gode  Grunde  —  uprøvede  Theori 
straks  ses  og  anholdes.  For  Type  A  synes  det,  som  om  Charlier  ikke  har  haft  Øje 
for  Ubestemtheden,  eller  ialt  Fald  har  glemt  den,  idet  han  i  en  af  sine  sidste  Afhand- 
linger'^) hævder  det  Standpunkt,  at  der  kan  findes  Kurver,  der  hverken  er  af  Type  A 
eller  af  Type  B,  medens  han  tidligere  mente  at  have  udtømt  alle  Muligheder  ved  disse 
to  Typer  (forsaavidt  Fejlene  kan  sammensættes  af  Elementarfejl).  De  to  Typer  A  og  B 
gaar  jo  jævnt  over  i  hinanden,  og  Typerne  betyder  i  Virkeligheden  intet  som  helst 
andet  end,  at  det  i  Praxis  vil  være  heldigt  snart  at  vælge  den  ene  snart  den  anden  alt 
efter  den  foreliggende  Opgaves  Natur;  at  det  da  ogsaa  kan  være  praktisk  at  skifte 
Enhed,  har  vi  allerede  set,  og  det  er  iøvrigt  noget,  der  siger  sig  selv.  Det  forekommer 
derfor  mærkeligt,  naar  Charlier  mener,  at  man  ved  at  skifte  Enhed  eller  —  hvad  der 
reelt  er  det  samme  —  ved  at  transformere  den  uafhængige  Variable  skulde  kunne  faa 
en  Kurve,  der  hverken  er  af  Type  A  eller  B.  Særligt  saaledes,  naar  Charlier  som 
Exempel  herpaa  anfører  Funktionen 


^(P)=^-^5->  '"■ 


der  hidrører  fra  Maxwells  kinetiske  Gastheori.  Charlier  bemærker  nemlig  herom:  »This 
is  no  frequency  curve  of  type  A,  nor  is  it  of  type  B,  though  it  ressembles  this  type  for 
a  moderat  value  of  the  parameter  X«,     Han   synes  herefter  snarest  at  ville  regne  Kurven 


*)  Palin  Elderton:  Frequency- curves  and  correlation.     Appendix. 

')  Charlier:  Svenska  Aktuarforeningens  Tidskrift   1914,   Haftet  2,  p.  89. 

6* 


44 

til  Type  B,  medens  den  i  Virkeligheden  er  saa  udpræget  Type  A,  som  det  overhovedet 
er  muligt,  idet  den  ikke  er  andet  end  de  tre  første  Led  af  en  Rækkeudvikling  efter 
Hermiteske  Polynomier.    Sættes  nemlig  jv=p:a,  kan  F'ormlen  straks  skrives  paa  Formen 

^'^'      y  -KO.  \  ''      y2:Ta2  ^  ' 

hvor  H^  [x)  betegner  det  Hermiteske  Polynomium  af  anden  Grad.  Udviklingsfunktionens 
Parametre  er  \  =  o,  X^  =  a^;  »Antallet«  af  Iagttagelser  er  i^a\  det  er  altsaa  udpræget 
Type  A,  og  Grunden  til  Charliers  Fejlslutning  kan  næppe  findes  andre  Steder  end  deri, 
at  hans  Type  A  er  paa  »Normalform«,  og  at  han  som  før  bemærket  ikke  har  set 
Ubestemtheden  i  Problemet.  I  det  hele  taget  forekommer  det  mig,  at  Charliers  væsent- 
ligste Betydning  paa  den  mathematiske  Statistiks  Omraade  maa  søges  i  Indførelsen  af 
Funktionen  ^  som  UdvikHngsfunktion,  og  Betydningen  heraf  bør  ikke  underkendes, 
navnlig  da  denne  Funktion  sikkert  er  kaldet  til  at  spille  en  langt  større  Rolle  i 
Frequenskurvernes  Theori,  end  man  straks  skulde  tro,  hvad  Charlier  sikkert  ikke  har 
været  blind  for;  det  vil  formentlig  fremgaa  af  de  givne  Exempler,  at  Type  B  er  langt 
smidigere  og  har  en  langt  større  Tilpasningsevne  til  de  forskellige  Kurveformer  end 
Type  A,  der  hidtil  —  fraset  Pearsons  Typer  —  har  været  eneraadende  i).  Dette  kan 
næppe  forbause  nogen,  naar  man  betænker,  hvilken  vanskelig  og  lidet  smidig  Funktion 
det  Hermiteske  Polynomium  i  Grunden  er. 

Spørger  man  nu,  hvornaar  man  skal  bruge  Type  A  og  hvornaar  Type  B,  da  maa 
Svaret  her  blive,  at  der  ikke  kan  gives  noget  afgørende  Kriterium  til  Besvarelse  af  dette 
Spørgsmaal;  man  maa  i  hvert  enkelt  Tilfælde  vælge  og  søge  at  finde  det  bedste.  Dette 
vil  af  mange  føles  som  en  Ulempe,  men  det  er  vistnok  snarere  en  Fordel,  at  hele 
Theorien  ikke  er  saa  skablonmæssig,  at  den  baade  kan  bruges  og  misbruges  af  enhver, 
der  kan  slaa  op  i  en  Logarithmetabel.  Ser  man  saaledes  paa  Pearsons  Typer,  da  maa 
man  erkende,  at  der  her  er  et  ganske  bestemt  Kriterium  for,  hvilken  Type  man  maa 
bruge;  ser  man  imidlertid,  hvorledes  disse  Kriterier  i  Praxis  anvendes  af  uøvede  — 
navnlig  den  Pearsonske  Skoles  Biologer  —  viser  det  sig,  at  de  anvender  det  hele 
ganske  kritikløst  og  kun  bruger  selve  Tallene,  uden  at  skænke  disses  Middelfejl  en 
Tanke.  De  Pearsonske  Kriterier  dur  naturligvis  kun,  naar  Typen  træder  allerskarpest 
frem,  medens  de  —  paa  Grund  af  Middelfejlen  —  ganske  naturligt  svigter,  netop  hvor  man 
har  Brug  for  dem,  nemlig  i  Overgangstilfældene,  og  det  samme  vil  sikkert  vise  sig  over- 
alt, hvor  man  har  forskellige  Methoder  at  vælge  imellem:  i  de  Tilfælde,  hvor  man  ikke 
er  i  Tvivl,  kan  Kriteriet  bruges,  medens  det  svigter,  hvor  man  er  i  Tvivl.  De  her  frem- 
førte Methoder  kræver  for  at  kunne  bruges,  at  Brugeren  er  i  Besiddelse  af  en  vis  mathe- 
matisk  Kultur,  men  dette  er  kun  af  det  gode,  da  man  derved  —  naturligvis  kun  til  en 
vis  Grad  —  sikrer  sig  mod  Misbrug,  der  opstaar  saa  meget  desto  lettere,  jo  mere 
automatisk  en  Methode  kan  anvendes.     Der  er  næppe  Tvivl  om,  at  Pearsojis  Arbejder  i 

^)  se    dog    V.  Bortkiewicz   (1.  c.)    og    Mortara,    Annali    de    statistica,    Serie   V.  Vol.  4,  p.  5—61,    hvor  en  Del 
Exempler  paa  i;>runktionen  findes.     Funktionen  gaar  som  bekendt  tilbage  til  Foisson. 
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Ukyndiges  Hænder  har  voldt  betydelig  Fortræd,  navnlig  er  Davenports  lille,  desværre 
stærkt  benyttede  Bog:  »statistical  methods«  saare  vel  egnet  til  at  lave  Ulykker;  dens 
Anvendelse  af  Biologer  har  afstedkommet  en  hel  Litteratur  af  »Resultater«,  der  har  det 
tilfælles,  at  de  intet  som  helst  betyder.  Pearsons  Arbejder  har  overhovedet  kun  en  ret  be- 
grænset Værdi,  og  er  i  theoretisk  —  desværre  hyppigt  ogsaa  i  praktisk  —  Henseende  yderst 
ufuldkomne,  og  vi  maa  derfor  for  Pearsons  Vedkommende  absolut  tage  Afstand  fra  de 
følgende  Ord,  som  Svenska  Aktuarforeningens  Tidsskrift  skrev  i  en  Nekrolog  over  Lexis: 
»Namnen  Lexis  och  Pearson  åro  fyrbåkar,  efter  vilka  den  nutida  matematisk-statistiska 
forskningen  rattar  sin  huvudsakliga  kurs«. 

§  12.  Inden  vi  forlader  Frequenskurverne  for  at  gaa  over  tilen  Undersøgelse  af  Fladerne 
(Iagttagelser  af  to  uafhængige  Variable),  vil  vi  gøre  nogle  Bemærkninger  om  en  Sag,  der 
allerede  flere  Gange  er  bleven  nævnet,  nemlig  Transformation  af  Argumentet.  Af  disse 
Transformationer  har  vi  benyttet  den  hele  lineære  Transformation  til  at  fjerne  to  af 
Koefficienterne  i  Rækken,  men  der  er  naturligvis  intet  i  Vejen  for  at  benytte  sig  af 
andre  Transformationer,  og  Transformationens  Natur  kan  da  være  antydet  af  selve 
Observationernes  Egenskaber.  Naar  saaledes  lagttagelsesresultaterne  som  ved  de  oven- 
nævnte Exempler  nødvendigvis  alle  maa  være  positive  Tal,  har  man  forsøgt  at  fremstille 
en  Formel,  der  for  negative  Værdier  af  den  Variable  giver  imaginære  Funktionsværdier, 
hvorved  der  da  paa  en  vis  Maade  dannes  en  nedre  Grænse  for  de  mulige  Værdier  af 
lagttagelsesresultaterne.  Den  simpleste  Maade  at  opnaa  dette  paa  skulde  synes  at  være 
den  at  benytte  '^ x  i  Stedet  for  x,  hvilket  dog  kan  medføre  nogle  Smaaulemper;  bedre 
vil  det  hyppigt  være  at  benytte  lagttagelsesresultaternes  Logarithmer  i  Stedet  for  selve 
lagttagelsesresultaterne,  men  ogsaa  andre  Transformationer  kan  være  nyttige,  hvorfor  vi 
kort  skal  vise,  hvorledes  man  almindelig  kan  bære  sig  ad.  For  den  oprindelige  Variable 
er  Frequenskurvens  Ligning  y  ==f[x),  hvad  der  vil  sige,  at  Sandsynligheden  for,  at  x 
ligger  i  Intervallet  {x,x-\-dx)  kan  sknv e?,  f[x)dx\  vi  søger  nu  Ligningen  for  Frequens- 
kurven  efter  Transformationen  z  =^  ^{x)  eller  x  =^  x{^)f  og  ^^ar  da  uden  Vanskelighed  for 
Sandsynligheden  for,  at  z  falder  i  Intervallet  {s,  z  -\-  ds),  Udtrykket 

X'{z)/[x{s)]dz, 

hvorved  Ligningen  for  den  transformerede  Frequenskurve  er  givet.  Er  exempelvis  /{x) 
den  Gaussiske  Funktion,  og  sættes  x-  =  s,  faas  straks  af  ovenstaaende  Ligningen  for  den 
Frequenskurve,  man  faar  ved  at  erstatte  x  med  ^a:,  nemlig 


F{z)  = 


yzjrXg      2^  z 


der  bliver  uendelig  for  ^  =  0,  medens  naturligvis  [F[z)dz  altid  er  endeligt. 

Mere  almindeligt  kan  man  sætte  z  ^=-  a  -\-  bx  -\-  ex-  (hvor  vi  for  c  =^  o  allerede  har 
behandlet  Tilfældet),  og  vi  søger  da  at  finde  Halvinvarianterne  for  z,  naar  Halvinvarian- 
terne  for  X  er   givne,    hvad   der   sker    ved   at  betragte  z  som  en  fingeret  Iagttagelse  og 
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danne  dens  Momenter  og  derudfra  Halvinvarianterne.  Regningerne  bliver  meget  besvær- 
lige i  det  almindelige  Tilfælde,  hvorfor  dette  næppe  vil  faa  nogen  Betydning;  for  de  tre 
første  Halvinvarianter  for  ø,  der  betegnes  ved  store  græske  Bogstaver,  faas  saaledes  de 
komplicerede  Udtryk: 

Al  =  rt  +  <^Xi  +  æ^  +  c\ 

Ag  =\{é-h  2c\Y  +  2X3  {b  4-  2^1)  c-\-{\-{-  2\l)  c^ 

A3  =  \  [b  +  2c\Y  +  3  (^4  +  ^K)  [b  +  -^cXyY  ^  +  3  (A5  +  8X,A3)  [b  +  2c\)  c^ 
+  (X,  +  12X^  +  10X^+8X^)^3. 

Edgeworth^)  har  under  Navn  af  »Method  of  translationc  benyttet  et  specielt  Tilfælde 
af  ovenstaaende,  idet  han  forudsætter,  at  den  oprindelige  Fejllov  er  den  Gaussiske,  altsaa 
X3  =  X4  =  X5  =••••:=;  o,   hvorved   det   ovenstaaende  System  antager  den  simplere  Form : 


(36) 


Ay-=a-\-c 
A^  =  b'^  -\-  2<;2 

A3  =  (6^2  ^  8^2)  c 
A,  =  48  (-^2+^2)^2^ 


idet  Nulpunkt  og  Enhed  for  de  oprindelige  Iagttagelser  i  Forvejen  er  valgt  saaledes,  at 
\y=o,  Xg  =  I.  Betragter  vi  nu  med  Edgeworth  z  som  den  oprindelige  og  x  som  en 
fingeret  Iagttagelse,  saa  kan  vi  omvendt  af  de  givne  Halvinvarianter  A  bestenrime  Halv- 
invarianterne X  saaledes,  at  Fejlloven  for  x  bliver  typisk.  Har  f.  Ex.  Iagttagelserne  vist, 
at  den  tredje  Halvinvariant  har  en  betydelig  Værdi,  medens  de  højere  tør  lades  ude  af 
Betragtning,  saa  maa  Konstanterne  a^  b  o^  c  bestemmes  af  Ligningerne: 

(36a) 


medens  nødvendigvis,  som  det  fremgaar  af  (36),  Betingelsen 

K^=  i2c{A^  —  2cA^), 

idetmindste  med  stor  Tilnærmelse  maa  være  opfyldt.  Da  Methoden  er  saare  simpel,  men 
dog  ikke  saa  bekvem,  at  den  kan  tænkes  at  faa  større  Betydning,  kan  vi  for  nærmere 
Enkeltheder  henvise  til  Edgeworths  Afhandling,  hvor  man  vil  finde  et  Exempel  paa  Me- 
thodens  Anvendelse  i  Praxis  (p.  679 — 81). 

Af  større  Betydning  vil  det  vise  sig  at  være  at  transformere  Iagttagelserne  logarithmisk. 
Ideen  til  denne  Transformation  skyldes  vistnok  Fechner  2),  men  selve  Transformationens 
Theori  er  saavidt  mig  bekendt  aldrig  bleven  dannet,  hvad  der  vel  hidrører  fra,  at  man 
ikke  i  Almindelighed  kan  danne  Halvinvarianterne  (eller  Momenterne)  for  de  transfor- 
merede Iagttagelser  ud  fra  de  tilsvarende  Størrelser  for  de  oprindelige  Iagttagelser.  Naar 
saaledes   Bruns  ^)   i    Anledning   af  Argumenttransformation   bemærker:     »Es  geniigt   nun 


*)  Edgeworth:   Journal  of  the  Royal  Statistical  Society,  Vol.  6i   (1898)  p.  670^700. 

')  Fechner:    Det   væsentligste   af   Fechners  Undersøgelser   over   Frequensforhold    findes  i  hans   >Kollektivmass- 

lehre«.     Udgivet  af  Lipps  (1897). 
^)  Bruns:  1.  c.  p.   127. 
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aber,  fiir /(;«;)  einen  relativ  einfachen  Ausdruck,  wie  z.  B,  Log  x  zu  wåhlen,  um  sofort  zu 
erkennen,  dass  man  auf  diesem  Wege  gewohnlich  nicht  vorwarts  kommen  wiirde«,  er 
dette  naturligvis  rigtigt  nok;  men  naar  paa  den  anden  Side  »ad  numerisk  Vej«  en  saadan 
Transformation  »ohne  Schwierigkeit  und  durchaus  reinlich«  menes  at  kunne  udføres,  er 
hertil  det  at  sige,  at  dette  kun  kan  lade  sig  gøre,  naar  Bearbejderen  har  selve  Urmate- 
rialet  til  sin  Raadighed  og  kan  klassificere  det,  som  han  ønsker.  Da  dette  desværre  kun 
saare  sjældent  er  Tilfældet,  men  Bearbejderen  i  Reglen  faar  Materialet  grupperet  efter 
alle  andre  Hensyn  end  Hensynet  til  Bearbejdelsen,  ja  da  Grupperingen  hyppigt  er  fore- 
taget paa  en  saadan  Maade,  at  en  ordentlig  Bearbejdelse  er  næsten  umulig,  saa  taber  denne 
af  Bruns  med  det  ejendommelige  Udtryk,  »durchaus  reinlich«  anbefalede  Methode  sin 
væsentligste  Betydning,  og  det  forekommer  mig,  at  Bruns  har  taget  sig  Sagen  lovlig  let, 
saameget  mere  som  det  ingenlunde  er  vanskeligt  at  transformere  en  Kurve  af  Type  A 
logarithmisk,  og  Bruns  kunde  saaledes,  da  han  kun  bruger  Type  A,  ogsaa  paa  dette 
Punkt  uden  stort  Besvær  have  faaet  sin  Theori  komplet. 

Vi  begynder  for  Simpelheds  Skyld  med  at  transformere  den  Gaussiskc  Fejllov,  og 
anvender  Momenter  i  Stedet  for  Halvinvarianter,  da  dette  giver  simplere  Regninger.  Ved 
den  logarithmiske  Transformation  flyttes  Punktet  —  oo  hen  til  Nul  saaledes,  at  Integral- 
grænserne nu  er  o  og  oo,  hvorved  det  kontinuerte  Moment  af  Ordenen  r  bliver: 


(37)  ^r  =  -7--    \^''  ^■^' 


«  00  1    /log  x—m\^ 


hvor  man  selvfølgelig  for  x  maa  have  valgt  en  passende  af  Iagttagelserne  fremgaaet  Nul- 
værdi.    Vi  sætter  nu  x  =^  e-,  hvorved  faas : 

(37a)  y.  =  ^=-  \e-c     '^  "  ^e^dz, 
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der  ved  en  simpel  Variabeltransformation  kan  omskrives  til 

(37  b)  5v  =  -4=-  ^n.(r+l)+^«»(r+ir^    L-- 5 ' V/  =  /;^/«{r+l)  +  ln»(r+l)». 

Ønsker  man  nu  at  finde  Halvinvarianterne,  kan  dette  ske  ved  den  bekendte  Relation 
mellem  Momenter  og  Halvinvarianter,  hvorved  faas  for  de  første  4: 


(38) 


\    =rV-''"'+¥"-  [e^-^'  —  4^3n2_  ^^2n»  _^   ,  3^"^  _  6). 


Heraf  kan   let   dannes  de    absolute  Invarianter,   der  tjener  som  Maal  for  »Skævhed« 
og  »Topstejlhed«  (Exces),  hvorved  faas: 
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(39) 


+  ^"^  —  2 


3 

~                                                                      ■     r 

K 

^|e"'  —  I   . 

\2 

=  (^n^_l){^3„-^_ 

+  3^^""  +  6^"'  +  6} , 


Da  nu  ^2""  -\-  e"^'  —  2  med  Undtagelse  af  det  trivielle  Tilfælde  n  =  o  for  reelle  Vær- 
dier af  n  altid  maa  være  positiv,  ser  man  straks,  hvad  en  umiddelbart  indlysende  Betragt- 
ning ogsaa  giver  uden  Regning,  at  Kurven  maa  falde  stejlt  af  til  venstre  og  strække 
sig  langt  ud  til  højre.  Af  Udtrykket  for  X^  :  X^  ses,  at  »Topstejlheden«  altid  er  positiv, 
og  at  Kurven  er  desto  stejlere,  jo  større  n  er.  For  at  faa  en  Forestilling  om  Virkningen 
af  en  logarithmisk  Transformation  paa  en  Gaussisk  Kurve,  betragte  man  Fig.  9,  der 
viser,  hvorledes  den  Gaiissiske  Kurve  har  ændret  sig  ved  Transformationen. 


Kurvens  Ligning  er: 


For  at  bestemme  Konstanterne  ;;/  og  n  samt  h  gaar  vi  nemmest  ud  fra  selve  Momen- 
terne Jr,  og  faar  saaledes  af  (37  b)  straks  Ligningerne: 


(40) 


^0  =  /^^"'+4""^ 


hvis  Løsning  giver  de  følgende  Værdier  for  Konstanterne 


(41] 


7  J 
~    7\ 

.,'lm   __       -^  1 

7171 

717.. 

71 


h 


hvorved  Konstanterne  er  bestemt,  naar  Momenterne  7  er  kendt;  man  overbeviser  sig 
forøvrigt  let  om,  at  Sheppards  Korrektionsformler  kan  bruges  ogsaa  i  dette  Tilfælde.  For 
at  et  givet  lagttagelsesmateriale  kan  fremstilles  ved  logarithmisk  Transformation  alene  ved 
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den  Gaussiske  Fejllov,  er  det  naturligvis  en  Betingelse,  at  »Skævhed«  og  »Exces«  ef 
saadanne,  at  den  ved  (41)  bestemte  Værdi  af  n  nogenlunde  tilfredsstiller  Systemet  (39); 
er  dette  ikke  Tilfældet,    maa   vi  medtage  flere  Led  af  Rækken  af  Type  A. 

For  at  give  et  simpelt  Exempel  paa  Anvendelsen  af  Theorien  kan  vi  tage  de  tidligere 
benyttede  Tællinger  af ,  Kronbladene  af  Ranunculus  bulbosus  med  Nulpunktet  \  x  =^  ^. 
Momenterne  bliver  da  s^  —  222,  s^  —  362,  s^  —  794,  med  hvilke  Værdier  vi  af  (41)  faar 
de  følgende  Værdier  for  Konstanterne 


m  — 

0 

0440 

n  =: 

0 

■5445 

//  - 

'83 

'2, 

183-2 

e 

,poK. 

0 

•5445V27r 

saa  at  Formlen  bliver 

loKta;— 4i  —0-0440  1^ 
0-5445  J 

y     -  -  .  - 


Den  fuldstændige  Regning  efter  denne  Formel  fremgaar  af  følgende  Tabel; 


nat(.r  — 

4) 

log  U— 4 ),—  ;// 

log  [x-  /\)  —  m 

H 

9  (Tab.) 

y  -=  ber. 

obs. 

ber.  -ob 

0-0003 

— 00440 

— 0008 1 

03989 

134-2 

•33 

+     1-2 

06932 

+06492 

+  11926 

'965 

66-1 

55 

+  III 

1  0986 

I  0546 

1-9373 

0612 

206 

23 

—    2-4 

13863 

I  3423 

2-4658 

0191 

6-4 

7 

—   0-6 

1-6094 

1-5654 

2-8756 

0064 

22 

2 

+    02 

1-7918 

1-7478 

^32107 

00024 

.      0-8 

2 

—    1-2 

Fremstillingen  er  saaledes  ikke  saa  god  som  ved  ^'-Funktionen,   men  dog  ingenlunde 

særlig  daarlig;  og  den  Fordel  er  der,  at  man  kan  klare  sig  med  en  Tabel  over  den  Gaussiske 

Fejllov,    og   paa  slige  Tabeller  er  der   som    bekendt   ingen   Mangel.     Indsættes  Værdien 

3 
for  n  i  (39)  faas  X^:Xl=  1-96  og  \^  :Xl  =  5  50,    medens   Iagttagelserne  giver  henholdsvis 

1-83  og  394,  hvilket  forklarer,  at  Overensstemmelsen  er  saa  forholdsvis  god. 

For  i  al  Almindelighed  at  løse  den  Opgave  at  transformere  en  vilkaarlig  given 
Frequenskurve  med  fast  nedre  Grænse  i  en  Kurve  af  Type  A  ved  logarithmisk  Trans- 
formation behøver  vi  kun  ved  de  givne  Momenter  (eller  Halvinvarianter)  at  finde 
Koefficienterne  i  Rækken 

(42)  Fix)  =  /^o<Pi  (^)  -  Y\  ^^^^  ^""^  +  2 !  -^^'f'^  ^""^  -u  ....  +  (_  i)r  ^^  Dl^,  W  ^  •  •  •  • 
hvor 

_  j  /log  X  -niy 

(43)  9x(^)=  -4-  ^    ^  • 

«y2:r 
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Hertil  er  det  nok  at  benytte  den  kendte  Identitet 

e^^-> Dlf[x)dx  =  ^^"{i?;-y(;i;)  —  ^D'^-''f{x)  ^ h  (—  co)'-y(^)}  +  (—  co)--   e''"'f{x)dx, 

der  straks  fremgaar  ved  delvis  Integration,    og   lægge  Mærke  til,  at  for  f[x)  =  cp^  {x)    for- 
svinder baade  f[x)  og  alle  dens  Afledede  for  x  -=  o  og  for  x  =  oo.     Derved  faas  nemlig 

og  ved  at  man  udvikler  e^"^  i  Potensrække  og  benytter  (37  b)  følgende  Formel: 

«  =0  r—  X 


CO' 

7!' 


Benyttes  nu  clen  kendte  Relation  mellem  Halvinvarianter  og  Momenter  til  at  indføre 
disse  sidste,  faas  uden  Vanskelighed  følgende  Rekursionsformel  til  Bestemmelse  af 
Koefficienterne  kr  i  (42): 


(44) 


^  v! 


yvco^  = 


i(r+l)  +  J-;i2ir+l)3 


r! 


hvoraf  vi  afleder  følgende  Værdier  for  Momenterne: 


(44  a) 


^0 

= 

k^e-^ 

-fins 

^0 

= 

k^e"' 

+  i"'-' 

+      ^0 

^2m  +  |/i'-i 

y. 

= 

k.2^"' 

+  in2 

+  2/^1 

^2ni  +  |n-'' 

+      K 

^3m 

+  I"--' 

% 

= 

h^"' 

+  i"' 

+  3>^2 

^2m  +  |;i2 

-^ih 

^3m 

+  I"--' 

+ 

/^o^*"' 

+  iJ2.n2 

y. 

= 

k^e"' 

+  i'>2 

^Ah 

^2m  +  1 ;.-' 

-\-6k. 

^3ni 

+  1"' 

+  4/^j  ^*"' 

+  iJ5„2 

-\-  k^e^"' 

+  ^n-^ 

Loven  er  her  aabenbar.  Det  ses  straks,  at  det  her  —  som  sædvanligt  —  ikke  er 
muligt  at  bestemme  Udviklingsfunktionens  Parametre  m  og  n  af  Iagttagelserne,  men  at 
disse  maa  vælges  paa  passende  Maade;  her  er  altsaa  den  sædvanlige  Ubestemthed  tilstede.. 
Bestemmes  m  og  n  saaledes,  at  /&i  og  ^2  forsvinder,  bliver  ogsaa  Rækken  (42)  bragt  paa 
»Normalform«,  og  (44  a)  giver  da,  at  m  og  n  maa  bestemmes  af  (41).,  samt  at  den  i 
dette  sidste  System  optrædende  Konstant  /i  er  lig  med  k^.  For  de  næste  Koefficienter 
giver  (44  a)  let  Udtrykkene 


h^ 


(44  b) 


I  n-i 


k^  e"'  +  h'^'=-y^  —  4^3  e"'  + 1"^  —  Jo  ^■""^""'  {^'"'  —  I ; 
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Det  er  dog  en  Mangel  ved  hele  denne  Theori,  at  den  kræver  nye  Tavler  for  Funk- 
tionerne Z>*  (pi  [x),  saaledes  at  den  med  det  nuværende  Tabelmateriale  kun  er  simpel, 
naar  vi  kan  nøjes  med  første  Led;  da  paa  den  anden  Side  en  hel  lineær  Transformation  af 
Typerne  A  og  B  altid  vil  være  tilstrækkelig  og  altid  vil  kunne  give  et  godt  Resultat, 
anses  det  ikke  for  nødvendigt  her  at  beregne  disse  Tavler.  Af  samme  Grund  skal 
vi  ikke  forsøge  at  transformere  \)>-Funktionen,  hvad  der  iøvrigt  ogsaa  vil  frembyde 
betydelige  theoretiske  Vanskeligheder,  hvis  det  overhovedet  kan  lade  sig  gøre. 


III. 

FREQUENSFLADERNES  TYPER. 


§  13.  Idet  vi  forudsætter,  at  Fejlene  i  Iagttagelserne,  der  antages  at  være  Funktioner 
af  to  Variable  x  og  jy,  er  dannede  ved  Summation  af  et  stort  Antal  Elementarfejl,  ka:n 
vi  opstille  alle  mulige  Typer  for  Frequensflader.  Da  ethvert  lodret  Snit  i  en  Frequens- 
flade  maa  være  en  Frequenskurve,  og  der  af  disse  kun  er  de  to  Typer  A  og  B,  frem- 
gaar  det  heraf,  at  der  kun  kan  være  tre  Typer  Frequensflader:  Type  AA,  hvor  alle 
Snit  vinkelret  paa  A^-Planen  er  Kurver  af  Type  A ;  Type  BB,  hvor  alle  Snit  vinkelret 
paa  ;trjyPlanen  er  Kurver  af  Type  B,  og  endelig  Type  AB,  hvor  Snit  parallele  med  f  Ex. 
^2:-Planen  er  af  Type  A,  parallele  med  jV'-s^-Planen  af  Type  B. 

For  at  opstille  Formerne  for  de  tre  Typer  fordeler  vi  Elementarfejlene  i  meget 
smaa  kongruente  Rektangler  med  Siderne  a  og  ^  og  antager,  at  alle  i  samme  Rektangel 
faldende  Elementarfejl  er  ligestore,  hvad  der  for  meget  smaa  Værdier  af  a  og  ^  maa 
være  tilladt.  Er  m  og  n  hele  Tal,  maa  altsaa  alle  Fejl  indenfor  Arealet  ma  —  ^a, 
ma  +  i  et  i  X,  og  «|3  —  ^  |3  og  w|3  +  ^  p  \  y  være  ligestore,  og  give  en  Fejl  i  x  af  Stør- 
relsen ma  og  i  ^  af  Størrelsen  «j3.  Den  relative  Hyppighed  for  disse  P"ejl  maa  være 
proportional  med  Rektanglets  Areal  a^  og  maa  desuden  være  en  —  iøvrigt  ubekendt  — 
Funktion  af  ma  og  n^.  Vi  kan  følgelig  for  Fejlkilden  Qy  skrive  Sandsynligheden  for  en 
Fejl  af  Størrelsen  ma  i  x  og  «|3  i  j  paa  Formen 

hvory"v,  som  før  nævnt,  er  en  fuldstændig  ubekendt  F'unktion,  om  hvilken  vi  ikke  gør 
anden  Forudsætning,  end  at  den  for  tilstrækkelig  store  positive  eller  negative  Værdier  af 
de  to  Variable  skal  være  mindre  end  enhver  nok  saa  lille  opgiven  Størrelse,  og  at 

m-  -{  X      ji—  fsc 

\^    ^^gp/v  {ma,  n^)  ^  \         (v  =  i,  2,  3, s), 

naar  Antallet  af  Fejlkilder  er  j. 

Betragter  vi  nu  Dobbeltsummen 

Sy  —    J>        '^aj3/v  [ma,  «[3)  ^("'ctco+nptji  [^  ^  |/„  j  J  ^ 
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bliver  altsaa  Koefficienten  til  ^•"'"w+nf^'^) '  Ijg  med  Sandsynligheden  for  en  fra  Fejlkilden  Qy 
hidrørende  Fejl  af  Størrelsen  tna  i  x  og  «j3  i  y.  Betragter  vi  nu  en  anden  Fejlkilde  Q^^, 
for  hvilken  Sandsynligheden  for  Fejl  i  det  samme  Rektangel  er  a|3/^  {ma,  «P),  bliver 
Koefficienten  til  <?('"««+n?'^) '  ogsaa  her  lig  med  Sandsynligheden  for  den  nævnte  F'ejl  af 
den  opgivne  Størrelse;  og  saaledes  for  enhver  Fejlkilde.  Da  vi  har  forudsat,  at  der  var 
s  Fejlkilder,  bliver  Sandsynligheden  for,  at  Summen  af  alle  s  Elementarfejl  falder  i  det 
nævnte  Rektangel,  lig  med  Koeffficienten  til  ^(maw+nprji  j  Produktet 


n 


Integreres  to  Gange  mellem  Grænserne  —  n  og  +  :7t  m.  H.  t.  co  og  t,  faas  imidler- 
tid let  for  denne  Koefficient  Udtrykket 

Gøres  nu  a  uendelig  lille  lig  med  dx,  p  lig  med  dy,  og  sættes  ma  =  x,  ;/|5  =_)•,  faas 
Udtrykket  for  den  uendelig  lille  Sandsynlighed  for,  at  Summen  af  alle  Elementarfejl  falder 
i  det  uendelig  lille  Rektangel:  x,  x  +  dx,  y^  y  -\-  dy.     , 


(46) 


.+:t     .  -\  .T 


og 

5v=    I  I        /vU-,v)e'-^""'^-''^'V:r^T 


H-x      ^  +  x 

(xi')-»-!/r;  I 


For  det  følgende  vil  det  være  af  Betydning,  om  Sy  er  saaledes  beskaffen,  at  man 
kun  behøver  at  betragte  meget  smaa  Værdier  af  co  og  r,  eller  man  ogsaa  maa  tage 
Hensyn  til  større  Værdier  af  den  ene  eller  begge  disse  Størrelser.  I  første  Tilfælde  faas 
Type  AÅ,  i  andet  AB  og  i  sidste  BB.  Hvis  alle  Størrelserne  fy  {ma,  «j3)  er  meget  nær 
Nul,  med  Undtagelse  af  for  m  =  o,  vil  P  aabenbart  for  alle  mulige  Værdier  af  co  være  meget 
nær  ved  een,  og  man  kan  da  ikke  nøjes  med  at  betragte  smaa  Værdier  af  co,  derimod 
nok  af  T,  hvis  ikke  samtidig  fy  [ma,  n^)  ogsaa  er  meget  lille  for  alle  Værdier  med  Undtagelse 
af  «  =  o. 

Vi   maa  saaledes   bruge  lidt   forskellige   Methoder  ved  Opstillingen  af  de  tre  Typer. 

Idet  vi  for  Kortheds  Skyld  bortkaster  Index  v  i  6",  og  udvikler  Exponentialfunk- 
tionen  efter  Potenser  af  co  og  t,  faar  vi 


(47) 


-  /|yjoCO  +  yo,T-ij  (y3oCO«+3y2lCO%-[-3y,,COT^  +  y„3T«)-H  ...}=:  ^'°»<'-+'''  , 

hvor  vi  for  Kortheds  Skyld  har  sat 
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(48)  3^,>q=\  /{x,y)xiy''dx(^y: 


Udtrykkene  ^p,   vil  vi  betegne  som  de  kontinuerte  Momenter. 

Udvikles  nu   log  r  og  v  efter  Potenser  af  co  og  t,  ses  straks,    at  log  r  maa  være  en 
lige  Funktion  og  v  en  ulige  Funktion  af  co  og  t,  saa  at  man  kan  sætte: 


(49)- 


logr=r-       ,  (AaoW-+2XiitOT  +  X„,T2)  +     \  (X^oC04  +  4X3iCO=h:  +  6X.^2Co2T3  +  4Xi,(OT-'  +  Xo,T')-l 

^  •  4  • 


^=  ^  I  (^10«  f-V^)—    -|  (X.3oCO='  +  3\nW^T+3Xi,coT--^+X„3T=')-|-  •  • 


Indsættes  dette  i  (47),    og  erstattes  /co  og  h   med  henholdsvis  co  og  t,  faas  følgende 
Identitet- til  Bestemmelse  af  Konstanterne  X: 


(50] 


e  ' 


3C    •'     » 


Denne  Formel  giver  en  naturlig  Udvidelse  af  Thieles  Halvinvarianter  til  Funktioner 
af  to  Variable,  hvad  man  straks  ser  ved  at  sammenligne  den  med  (12).  Forskellen  er 
kun,  at  Exponentialfunktionen  i  første  Linje  skal  multipliceres  med  Jqq,  der  ogsaa  skal 
erstatte  første  Led  (i)  i  anden  Linje,  naar  der  ikke  arbejdes  med  relative  Hyppigheder; 
men  denne  Forskel  er  jo  ganske  betydningsløs.  Vi  har  saaledes  opnaaet  at  knytte 
Thieles  Halvinvarianter,  der  hidtil  har  staaet  ret  isolerte  indenfor  lagttagelseslæren  i),  til 
den  klassiske  Sandsynlighedsregning  paa  en  naturlig  og  utvungen  Maade,  der  yderligere 
viser,  hvilken  Stilling  disse  Størrelser  i  Grunden  indtager  i  hele  Theorien. 

§  14.  Inden  vi  gaar  videre,  vil  det  være  rimeligt  at  underkaste  de  ved  (50)  definerede 
Halvinvarianter  X^,  en  nærmere  Undersøgelse,  idet  vi  dog  maa  udskyde  den  Rolle,  de 
spiller  for  de  enkelte  Typer,  til  et  senere  Afsnit.  Det,  det  her  drejer  sig  om,  bliver 
nærmest  at  se,  hvorledes  Halvinvarianterne  stiller  sig  overfor  en  vilkaarlig  Ændring  af 
Koordinatsystemet,  d.  v.  s.  en  Forandring  af  Nulpunkt  og  Enhed,  samt  en  Drejning  af 
Koordinatsystemet  om  Begyndelsespunktet.  Erstattes  x  med  a^x  +  b^  og  y  med  a^y  +  b^ , 
ses  straks,  at  b^  og  b^  kun  kan  paavirke  henholdsvis  Xj^  og  Xoi,  og  at  Multiplikation  af 
X  med  tty  og  y  med  a^  kan  kompenseres  ved,  at  man  erstatter  co  med  co  :  ^^  og  t  med 
x\a^,  der  atter  kan  kompenseres  ved,  at  Xpq    multipliceres  med  a\a\ . 

Indføres  nu  i  Betegnelsen  for  Halvinvarianterne  de  Variable,  faas  straks  følgende 
vigtige  Transformationsformler  : 

*)  Se  dog  Hausdorf:  Leipzigei-Berichte.  1901.  Allerede  Hessel  har  temmelig  sikkert  kendt  Halvinvarianterne 
(Astr.  Nachr.  Bd.  15,  Nr.  358  —  359),  men  har  paa  dette  Tidspunkt  naturligvis  ikke  set  deres  Betydning; 
for  ham  kunde  ogsaa  kun  de  to  første  gøre  Krav  paa  synderlig  Interesse,  da  de  Fejllove,  han  arbejdede 
med,  ikke  afviger  kendeligt  fra  den   Gaussiske. 
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(51) 


[     10  (^1-*'  +  <^i ,  (I-i)'  +  h)  =  ^Aio  (-^O')  +  ^1 , 


\.<j  (^1^  +  ^1 .  ^i)'  I-  <^2)  =  aP^a%\,,q{x, y)       (/  +  ^  >  i), 


hvoraf  ses,   at  Udtrykket  \pq  :  /Xp^XJ^    er  en  absolut  Invariant  overfor  Ændringer  af  Nul- 
punkt og  Enhed,  naar  kun  /  +  ^  >>  i . 

For  at  undersøge  Virkningerne  af  en  Drejning  sætter  vi 

X  =     x^  cos  a  +  )\  sin  a, 
y  z^—Xy  sin  a  +  j^i  cos  a, 


der  indført  i  (50)  let  ses  at  kunne  kompenseres  ved,    at   man   transformerer  co  og  t  i 
og  T^,  bestemt  ved 


CO1 


CO1 


CO  cos  a  —  T  sin  a , 


Tj  =  CO  sin  a  -\-x  cos  a, 

hvilket    indsat    i  Exponential funktionen   paa   venstre  Side   i   (50)  viser,    at  den  nye  Halv- 
invariant Xpq   maa  være  Koefficienten  til  co^t^  i  Udtrykket 


s^pA-q 


{P   + 


Xp4q_s,s(co  COS  a  —  T  sin  a)''+''~'  (co  sin  a  +  t  cos  a) 


Da  dette  Udtryk  er  ret  kompliceret  og  i  al  Almindelighed  ikke  spiller  nogen  Rolle, 
maa  det  her  være  tilstrækkeligt  at  angive  Halvinvarianterne  af  laveste  Orden,  der  er  de, 
der  spiller  den  største  Rolle. 

X'io=     Xio  cos  a  —  Xqi  sin  a, 

X'oi=     X,o  sin  a  4- ^01  c<^s  "' 

\'2o=     ^20  cos^  a  -f  2X11  cos  a  sin  a  +  ^o  sin^  a, 

\\i=     Xii  cos  2a  —  (Xjn  —  ^02)  ^^^  ^  sin  a, 

X'o2=     Xoo  sin^  a  —  2X,j  cos  a  sin  a  -|-  X^o  cos^  a, 

X'3o=     X30  cos'^  a  +  3X31  cos^  a  sin  a  -|-  3X53  cos  a  sin^a  +  X^^  sin'^  a, 

X'2i=— X30  cos^  asin  a  —  X21  cos  a  (3  sin"^  a —  O+^is  sin  a  (3  cos^a  — i)4-Xo3  sin^a  cos  a, 

X'i2=     X30  cos  a  sin^a  —  Xo,  sin  a  (3  cos'^a—  i)  — Xjo  cosa  (3  sin^a  — i)+Xo3  sina  cos^'a, 

X'o3=— X30  sin^a  +  3^21  sin^a  cosa  —  3X12  sin  a  cos^a  +  X03  cos-^'a. 

X'4o=     Xjo  cos^*  a   r  4\!i  cos-'  a  sin  a  -f-  6X22  cos^  a  sin-  a  -|-  4X^3  cos  a  sin"^  a  +  Xoi  sin"*  a 

X'3i  =  — X40  cos=^  a  sin  a  —  X,^  cos^  a  (4  sin^  a  —  1)  -f  3X32  cos  a  sin  a  cos  2a 

-1-  Xi3  sin2  a  (4  cos-'  a  —  O  "i"  ^04  sin-"^  a  cos  a 
X'22=     X40  cos^  a  sin^  a  —  2X31  cos  a  sin  a  cos  2a  —  X33  (6  sin^  a  cos'^  a  —  i) 

+  2X13  cos  a  sin  a  cos  2a  -f  \^  cos^  a  sin^  a 

X'i3  ~ — Xio  cos  a  sin-'  a  4-  Ka  ^i"^  et  (4  cos^  a  —  i)  —  3X22  cos  a  sin  a  cos  2a 

—  Xi3  cos2  a  (4  sin^  a  —  i)  -f  X^^  sin  a  cos^  a 
X'o4=     X40  sin*  a  —  4X31  sin^  a  cos  a  -f-  6X33  sin^  a  cos^  a  —  4X^3  sin  a  cos^  a  +  X04  cos*  a 


:5'a) 
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Af  disse  Formler  ses  det   interessante  Fænomen,    at  Summen  af  Middelafvigelsernes 
Kvadrater  er  konstant,  idet 

(51b)  X',0  +  X'o,  =  X^o  +  Xoo , 

hvad  der  iøvrigt  er  -et  gammelt  kendt  Resultat. 

§  15.     Vi    kan    nu    fortsætte   vor  Udvikling  for  Type  AA,    idet    vi    atter    indfører 
Indices  i  (47)  og  (48),  hvorved  vi  straks  faar 

V— s 

'  Z   "v 

P=,  r^r., r^-e  ^^^      . 

Indføres  nu  Halvinvarianterne  X''^  for   den  enkelte  Fejllov /v,    kan  Udtrykket   for   P 
skrives,  paa  Formen: 

^,  ')!         \     20  '11  '      (2        /    '    41         \    J(l  '         :u  '82  W  04        / 

P  =z  e 

'  (r  ^(C'"+c  O-  xa!:'<-+<'...^-.bx:>.hx»+  . . . . ) 

•e 
For  A  [x,  y)  haves  Udtrykket 

eller,  da  v  er  lige  og  r  ulige, 

A  [x, y)  =  — Y  ^1^2 •  •  ■  -^s  cos  [Lv.  —  xio  — yx]  dwdr. 

Sættes  nu  igen  for  Kortheds  Skyld  X  =  ZX<^' ,  og  udvikles  r^rg  •  •  r,  efter  Potenser  af  co  og  t, 
faar  man 

Udvikles  paa  den  anden  Side  cos  [Zz/  —  xco  — yr]  efter  Potenser  af  co  og  t,  og  betegnes 
ogsaa  her  Summen  af  de  accentuerede  Bogstaver  ved  uaccentuerede,  faar  man  uden 
Vanskelighed 

1 


,  (X3oCO^+3X2iCO%  +  3Xi2COT=i  +  Xo3T3)  -j- 
—  (X3oCo34-3X2iC03t;  +  3X^2COt2  +  Xo3T3)-1- 


cos[Z^'— ^co— jr]=:cos[(Xio— :r)co  +  (Xoi— jV)t]cos 

—  sin  [(Xio— ^)a)+(Xoi  —  :v)t]  sin 

=  cos  [(Xio  —  ^)co  +  (Xoi  — 7)t]  {i  — ( )} 

+  sin  [(Xio  —  ^)æ+(Xoi  —  'V)t] <|^(X3oCoH3X3i«>2t+3Xi2Cot2+Xo3t3)h 1, 

hvorved  Udtrykket  for  den  søgte  Sandsynlighed  antager  Formen: 
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(52)J 


A{x,}>)  = 


.+     /.+^ 


+  sin  [(Xio  —  :r)co4-(Xoi  —  j)t]  ((æ,  t)3+  (co,  t)5-| )J  ^coafr , 


hvor  Symbolet  (co,  t)"  betegner  et  homogent  Polynomium  af  n^^  Grad  i  co  og  t. 

Da  vi  kun  behøver  at   tage  Hensyn    til    smaa  Værdier    af   co  og  t,    kan    vi    udvide 
Integralets  Grænser  til  —  cx)  og  +  oo  og  betragte  Funktionen 


»-f-«®         /•4"^ 


(53) 


(p  (;>;,  jy)  =  -L  e' ^  (\^'^+i\^<^x+h»x^)  ^qs  [(X^^,  —  ;v)co  +  (Xoi  —  y)r\  dvidx, 

^    J  ^  ~  J  ^x 


der  fremstiller  det  første  og  vigtigste  Led  i  Rækken  (52).  Partiel  Differentiation  af  ^{x,y) 
m.  H.  t.  ;*;  og  jj'  viser  os  straks,  at  de  følgende  Led  af  Rækken  i  (52)  er  de  partielle 
Differentialkvotienter  af  cp{x,y),  hvorved  (52)  bliver 


(54) 


A  {x,y)  =  dxdy!^cp{x,j)-^[{k.,QD'^.(p(x,y)  +  shi^h^i^-y)  +  3"^i2^4^T(^.^) 


Det  skal  her  udtrykkeligt  bemærkes,  at  det  ikke  er  nødvendigt  i  Udviklingsfunk- 
tionen fp{x,y)  at  benytte  Parametrene  X^,,  \i,  X.20,  X^^  og  X02 ;  disse  kan  erstattes  med 
vilkaarlig  valgte  Størrelser,  hvilket  vil  medføre,  at  der  i  (54)  vil  optræde  partielle  Diffe- 
rentialkvotienter af  første  og  anden  Orden.  Den  her  valgte  F'orm,  hvor  disse  sidste  er 
forsvundne,  svarer  til  den  Form,  Bruns  har  betegnet  som  Normalform  for  én  Variabel. 

For  helt  at  kende  Fladen  af  Type  AA  staar  der  tilbage  at  undersøge  Udviklings- 
funktionen f^ix^y),  hvad  der  kan  ske  paa  følgende  Maade,  der  er  ganske  analog  med 
den,  man  har  anvendt  for  at  finde  Værdien  af  Integralet  i) 

—      ^- 1  Aa«^  cos  (X,  —  x)  æ^co. 

2JT 

•'  o 
Vi  differentierer  (p  {x,y)  partielt  m.  H.  t.  ;*:  og  m,  H.  t.  y,  hvorved  faas 

+  00         /»-l-oo 


å(p  _     I 


£  I 


e-  \  (x«,co2+2XuæT-f  Aoat^)  gin  [(X^^  —  ;r)co  -f-  (Xoi  —y)x\  (Sidiadx, 


dcp 
by 


+  oe       /•-foc 


4y_.  J 


^-  i(Aa,coH2AnWT4-Xo2t=')sin  [{\q    —  X)ixi  +  (Xqi  —  J)t]  T^CO^T. 


')  Se  f.  Ex.   Weber;  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik.     Bind  i  p.  143—144. 

8 


og- 


58. 
Nu  har  man  imidlertid  < 

=1  e-  \  (A^ioZ-^i ••aa'"r+Ao.t''')  coS  [(X^o  —  X)^  +  (Xqi  —  fjX]  (X^o  —  A') 

e-  1  (Aa,W.i+aAuO)r+A,«T:i)  sjn    [(Xjq  -J^)CO   +   (X^i  J)')t]  (X20M  +  \{^) 

^    [^-  i  (A«,coH2X„coT+w^)  sjn  ^^Xio  —  ^)co  +  (Xoi  —  j)t]] 

:=  e-  o  (A2ow-''+2A,iO)T+A,«r--i)  cos  [(Xjo  —  x)ia  +  (X^i  — y)x\  (Xoi  — j) 

—  e-  \  (A.„c.=4-2a„o.t^vt--^)  sin  [(Xjo  —  a-)co  +  (Xoi  —  J)"^]  (^u"  +  X02T). 

Multipliceres    disse    Identiteter    paa    begge    Sider   med   d^i^dx,    og  integreres  dobbelt 
mellem  Grænserne  —  00  og  -f-  oc ,  faas  straks  Ligningerne 

(Xio  — ^v)9('^>/)  =  X20      -^-^-      +Xu      -^y      ' 


(V-j)9(^v,^')  =  Xn"^E-''  +  Xo. 


hx      +  ^«^     ly 


Løses   disse  Ligmnger  m.  H.  t.      '    og         >     faar  man 


(X,o X02  —  Ky^  f^ '^    =  [Xo->  (>^i o  —  ^)  —  >^u  0^01  —  .V)]  9  (;p,  j) , 
(X^oXo.-Xi,)^'^^^'-^^  =  [-XH(X,o--^')  +  X2o(Xoi-r)]9(^,r), 
hvoraf  atter  faas 

(X20X02  —  X'^  J  log  9  {x,y)  =  —  ^  X02  (Xio  —  xY-  —  \iX  (Xoi  — >')  +/i  W, 
(X20X0,.  —  X'^J  log  9  {x,y)  =  —  Xuj'  (Xjo  —  -^r)  —  ^  X20  (Xoi  —.'«')'  +/.  (^), 

hvor  /i  og  /^  er  foreløbig  arbitrære  Funktioner.     Dette  Resultat  kan  med  en  lidt  ændret 
Betydning  af  Funktionerne  /,  og  /g  ogsaa  skrives 

(X,oXo,  —  X;  J  log  9  {x,y)  =  —  1  X«,  (X,o  —  x)''  +  X„  (X,o  —  x)  (Xo,  —  7)  +/i  O'). 

=  +  Xh  (X,o  —  X)  (Xoi  — :>•)  —  i  X20  (Xoi  —  ry  +Å  i^)- 
Heraf  faas 

/2  (•^')  -/.  ( J)  -   ^  X20  (Xo,   -^O'^  -  ^  X02  (X,o  -  ^)^ 

altsaa 

Å  (■^)  -  -  i  Xo,  (X,o  -  xY  +  C  A  iy)  =  -  i  x,o  (Xo,  -.^f  +  c, 

hvor  C  er  en  Konstant,  der  bestemmes  ved,  at  man  vælger  specielle  Værdier  af  x  og  y. 
Sættes  X  =  \q,  y  —  X^^,  antager  9  Formen 
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y_.  j 


^-  .}(W.y^+2Xx,(0T+X,r,r-i)  ^(^^T- 


der  indsat  giver  os  den  gammelkendte  Formel : 

j  _  j^  [A,e  (.V  -  A,„)2  -  2Aii  (^-A,o)  (!/-A„i)+Xa,  (</-X,„P] 

(55)  ^{x,y)=      .=F-— -.--^  '"  ^-^^..-A^n 

2:t|/X3oXo,  —  Xii 

Det  er  dog  ikke  paa  Formen  (55),    at   Udtrykket  er  mest  kendt;    det  sædvanlige  Udtryk 
faar  man,  naar  man  indfører  Størrelsen 

der  almindelig  gaar  under  Navnet  Korrelationskoefficienten.    Indføres  denne,  gaar 
(55)  over  til  Formen: 

(57)  cp{x,J')^- ~~ ' /-      2(l-r''.  I     Aa,-  ^^/^^^  "Xoa    7, 

2:t  1X20X02(1  —  ^'''') 

§  16.  Type  ^T?,  For  at  opstille  Udviklingerne  for  denne  Type  gaar  vi  for  Sim- 
pelheds Skyld  ud  fra,  at  der  kun  kan  forekomme  6  Elementarfejl  i  hver  Fejlkilde,  nem- 
lig Fejlene  —  a,  o  og  -|-  a  i  ;r  og  —  p,  o  og  +  |3  i  j;  endvidere  antager  vi,  at  Fejlene  +  a, 
+  p  har  en  meget  ringe  Sandsynlighed,  medens  Sandsynligheden  for,  at  Elementarfejlen  o 
optræder  for  begge  de  Variable,  er  meget  nær  lig  med  een.  Vi  faar  da  for  Sy  et  Udtryk 
af  Formen 

Vi  udvikler  nu  ikke  som  før  efter  Potenser  af  co  og  t,  men  efter  Potenser  af  Funk- 
tionerne/v, idet  vi  skriver  ^v  paa  Formen  ^'"f?\  og  udvikler  Exponenten.    Vi  faar  da 

f         fy(a,0)         .        /•  (_a,  0)  .      /^(O.pj  A.(0.— f!)       „.       U{a,^)         .     ,.  1 

Sv   =  <f  I  /■y«'-")  /v(".0)  /v(O.O)  ^     /V(0,0)  ^    /vO.O)  J. 

Udvikles  nu  log  {  •  •  •  •  },  og  bortkastes  Led  af  højere  Orden,  faar  man  tilnærmel- 
sesvis : 

Sy  =  <f'"«Ar(0-  0)+/V(a.O)e"^"'+/v(-"'  ")  e-«"'+/V(0,  3)  «P"+/y(".  "W  e-f5"+/V(a,  ^^)  eaw«+i.^TJ_f.      . 
=  ^-(A-(a,O)+/'Y(-a,0))-(/^(O.f?)+/'y(O,  _p))_(/^.(a.?)  +  /^  (-a,-^^J)-(/,.(-  a.  +  ?)+ry{a,  -?)) 
.   f{fy  {a.O)+f^,{~a.O])coa  aco+{fy{0.^]+f^.{0,~^))cos  §T+(ry  (a.|J)+A-(-a.-?))cos(aco+|3T)^-(/•,,  (-a,|3)+A.  (a,-f!))co8(a(,)-fiT) 
.    ^i[(/v(«.")-/v(-«-«))«"'«"+(A("'P-/v(">-W)si"?T+(/v(«.P)-A-(-"--|-^))*'n'«w  +  P'^)  +  (/v'-".P)^^^ 

Tages  nu  ogsaa  de  andre  Fejlkilder  i  Betragtning,  og  indføres  den  saaledes  fundne 
Værdi  for  P  i  Formel  (45),  faar  man,  naar  man  for  Kortheds  Skyld  sætter: 

8* 


6o 

2:(/v(a,o)-f/v(— a,o))       =\;  Z  (/v (a,  o)  — A (— «,  o))        -=  x 

^  (/v(o,  P)  +  /v(o,  -  p))      =::  X';  Z  (/v(o,  p)  -/v(o,  -  ^))       =  x' 

-    Z(/v(a,  P)-f/v(-a,-p))=:p;  Z  (/v(a,  P) -/v(- a,  -  p))  =  o 

:^  {/v(-  a,  P)  +/v(a,  -p))  =  p';  Z  (/,(-  a,  p)  -/v(a,  -  P))  =  o', 

for  den  søgte  Sandsynlighed  Udtrykket: 


I  I  ^Acosaco+X' cospT+pcos(aco+|3t)  +  p'cos(aco— pr) 

^'  J  J 


4 

,•  (x  sin  oco+x'  sin  |3t+<j  sin  (aco+pt)+o'  sin  (aa>—^x)—maco—n^TJ 


dindx. 


Vi  kan  nu  sætte  a=p=  i,  m=^x  og  n -— y  og  faar  saaledes  efter  nogen  Reduktion 
Udtrykket : 


(58) 


,x+x'+p+p')  r^"  f"^" 

'  '  ^X  cos  tO+X' cos  T  +  P  cos  (CO  +  T)  +  p' cos  (OJ—T)   q^q^    |j^  gjj^  (Q    _[_    J^'  gltt  T 


^'    J  J  ' 

«/    _    Jt  •/    _  31 


4: 

+  (5  sin  (co  4-  t)  +  C5'  sin  (co  —  t)  —  xin  — yx\  d^dx  —  9>  [x,  y). 


Det  vil  for  den   senere  Anvendelses  Skyld  være   heldigt    at  give   det    en   lidt   anden 
Form,  nemlig: 


(59) 


^{x,y)  = 


•'    —Ti 


,+  jr 


z.Xi  cos  co+XacosT+piCosoD  C08T— pgsin  oj  sin  T  qqc  fv    sin  CO  -|-  X    sin  T 


+  (5^  sin  CO  cos  T  +  cfg  cos  co  sin  t  —  ^co  — yx\  diodx, 


der  er  den  Funktion,  der  for  Type  ^^  skal  spille  samme  Rolle  som  ^{x,y)  for  Type  ^^4. 

Hvis  Pi  =  P2  =  c5^  =  Og  =  o,  falder  %'{x,y)  fra  hinanden  som  et  Produkt  af  de  to 
Funktioner  ^^^.^^{x)  og  ^x^.y^iy),  hvad  man  let  overbeviser  sig  om  ved  en  simpel  Regning. 

Vi  maa  nu  huske  paa,  at  vi  ved  Opstillingen  af  Funktionen  %'[x,y)  bortkastede  Led 
af  højere  Orden;  tager  man  disse  i  Betragtning,  ses  det  imidlertid  let,  at  de  alle  paa  en 
konstant  Faktor  nær  er  af  Formen 

■8"  (a.  —  m,y  —  «) 

hvorved  det  fuldstændige  Udtryk  for  Fejlloven  af  Type  BB  bliver: 
(60)  ^     ^  Cn,, n^{x—  m,y  —n). 


ni=  -  00      nr= 


hvor  Cm,n  er  Konstanter. 

Endelig  forudsatte  vi,  at  der  kun  var  6  Elementarfejl  tilstede  for  hver  Fejlkilde; 
denne  Indskrænkning  er  imidlertid  ganske  uden  Betydning,  idet  man  ogsaa  uden  den 
vil  komme  til  ganske  samme  Resultat,  kun  er  det  noget  besværligere  at  regne  med 
de  mange  Led,  der  da  optræder. 

Ved  Udledelse  af  Fejllovsfunktioner  af  Type  AA  forudsatte  vi,  at  vi  kun. behøvede 
at  betragte  meget  smaa  Værdier  af  co  og  t;  da  vi  ved  Opstillingen  af  Funktionen  ^[x,y) 
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ikke  har  gjort  denne  Forudsætning,  maa  det  være  muligt  at  gaa  fra  Type  BB  til  Type 
AA.     Betragter  vi  nemlig  i  (59)  kun  saa  smaa  Værdier  af  co,  at  vi  kan  sætte 

cos  CO  =  I  —  ^co^^  sin  CO  =  CO 

og  analogt  for  t,  faar  vi,  naar  vi  samtidigt  udvider  Integrationsintervallerne  til  —  00  og 
4-  00,  at  ^{x,y)  antager  Formen: 

(6,)         -1^   f  [        ^-iUA.+p.)co:.+op^r+(A.+  p,)r>.,  ^^^  ^^^^    J^^^_^.^^  (^.^   ^  O,  -.V)TJ  ^CO^T 

J    X    J     —  X 

(se  Formelsystem  (68)),  der  netop  er  Udviklingsfunktionen  for  Type  AA,  medens  de  en- 
kelte Led  i  (60)  netop  bliver  de  partielle  Differentialkvotienter  af  ep  {x,  y),  hvad  der  let 
ses,  naar  man  skriver 

cos  [(Xi  +  Ol  — ;ir)co  +  (Xg  +  (5^^y)T-^mv3-\-nx\  =cos  [(Xj  +  (5^ — ^)co  -\-{y^-\-G^—y)t]  cos  (wco-f-«T) 

— sin[(Xi  +  cJi — x)io-{-{y^-\-(S,^—y)x\  sin(?«co-|-«T) 

og  udvikler  cos  (wco  +  nx)  og  sin  {m(a  +  «t)  i  Række  efter  Potenser  af  co  og  t. 

§  17.  Type  AB.  For  at  opstille  Fejllovsfunktionen  af  denne  Type  behøver  vi, 
efter  hvad  vi  lige  har  bemærket  om  Type  ^^,  i  (59)  kun  at  sætte  cost=  i  — ^t^  sinT==T 
og  udstrække  Integrationsintervallet  for  t  til  at  gaa  fra  —  00  til  +  00.  Vi  faar  da  uden 
videre  for  Udviklingsfunktionen  Udtrykket: 


(62) 


.+  »    /.+" 


tj,  i^x,y)  =  ^  dx  ^(Xi+Pi-ipiT«)cosco-p,rsin  co->A,r2  ^^^  ^^^^  +  (5i  —  \CS^X'^)  sin  CO 

+  cJgT  cos  co  —  XVi  —  [y  —  X2)t]  ^co. 


For  de  enkelte  Led  i  (60)  faar  vi  ved  denne  Transformation,  idet  vi  kun  behøver  at 
tage  Hensyn  til  Forandringen  i  y.  Udtrykket: 


.+00       .+:t 


-{\  4-D  ^  r"^       r 
^(^x—m,y—  n)  =  ^     '^  '      dx  ^(Xi+pi-ip.r»)cosæ-p,Tsinco-ix,r« ^^g  [(j^^ _|.c5^_^(5^t;2)  sin  CO 

J  —  X    J  — :t 
+  CJgT  cos  CO {X /«)  CO [y  —  JCj)  T  +  HX]  dw. 

Udvikles  nu  cos  som  før,  idet  cos  nx  og  sin  nx  udvikles  i  Potensrække,  faas  let,  idet 
Differentiation  af  t{)  m.  H.  t.  til  y  giver 

/)g\p  {X,  y)  =  -— ^       dx  ^(A,+  p,-iptt^cosco-p,tsinco-iX,T»  g-^^  ^^^^  +  CJj  —  ^a^X^)  Sltl  CO 

V    —  X      J   — T 

+  a^X  cos  CO ATCO  —  [y  —  XjJTJ  T^co  o.  s.  V., 

at  det  almindelige  Udtryk  for  Fejlloven  af  Type  AB  kan  skrives 
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ni=-|-oo      ;i=-4-oo 


(63)     -  ^  ^ C.„.  nD'^^  {x  —  m,  7),  ' 

711=     X      n=0 

hvor  Cm,n  er  Konstanter. 

Som  Resultat  af  vore  Undersøgelser  har  vi  altsaa  faaet  tre  Rækker  med   de  følgend 
tre  Udviklingsfunktioner: 

Type  AA :  9(^,  jf)  =     '  ^  ^-.UVw^+2^u«r+v,r^)  cos[(Xio  -  ;t;)co  +  (Xoi  —y)r]  d^dx. 


^    ■(A1  +  A2+P1 

Type  BB:  ^(x,r)  =         .-, 


^AiCosw-f-XaOs  i^  +  Pi  cos  w  OST — pasintosin  T  qqq  \y^    sinCO-|-X     sin  T 


+  cf^  sin  CO  cos  t  +  C5.,  cos  co  sin  t  —  xkh  —  j)'t]  d^dx 

Type  AB:  \\>{x,y)  =  ^    -'  /'    ^/t  r(^i+Px-^Pi^^)'^»-"^-P'^"'"'"-iM-^  cos  [(x^  +  G^  —  ^OiT'^)  sin  co 

+  CJ^T  cos  CO  —  ;irco  —  [y  —  X2)t]  .'/co. 

Vi    skal  nu  i  det  følgende  underkaste  disse  Udviklingsfunktioner  en  nærmere  Under- 
søgelse. 


IV. 

UDVIKLINGSFUNKTIONERNES  HALVINVARIANTER. 


§  1 8.  For  en  nærmere  Undersøgelse  af  Udviklingsfunktionernes  F^genskaber  i 
iagttagelsestheoretisk  Henseende  vil  det  være  naturligt  at  begynde  med  at  bestemme 
deres  Halvinvarianter,  hvad  der  let  sker  ved  at  indføre  de  forskellige  Funktioner  for 
f{x,y)  i  Identiteten  (50).  Kan  Integralerne  paa  højre  Side  bestemmes,  er  Beregningen 
af  Halvinvarianterne  derefter  ikke  vanskelig.  For  Type  AA  maa  vi  finde  Værdien  af 
Integralet : 

/•+»  /•+ «  /.+  »   /•+ » 

(64)     y=~-l  ^-2('^:'^<»^'+^^n«^+V-'^"'')+«^+?!/COs[(Xi„-^)æ  +  (Xoi-j)T]^M</T^^d^^^ 

J   30«/    30*'    —  -x  J    3e 

hvor  a  og  |3  er  satte  i  Stedet  for  de  i  Identiteten  (5o{  optrædende  Parametre  to  og  t. 

Differentieres    partielt   m.  H.  t,   de    5   Parametre  X^    faas  let  følgende  System  af  par- 
tielle Differentialligninger  til  Bestemmelse  af  J\ 


h'^y       hj 

h-'j 

-2  ^^, 

()^y 

.-^y 

h\\~  ^  h\J 

b\i. 

bXj 

^X,„åX.., 

5X,, 

hvilket  System  let  findes  at  være  tilfredsstillet  af 

(^c)  y  =  Q'-'<io-'\i(i+>^iiV+i  (''fo-^a)+-"''"'"''"i'^"+'''oi-'^'«), 

hvor  C  er  en  Konstant.  For  fuldstændig  at  bestemme  Værdien  af  Integralet,  maa  man 
aabenbart  have  endnu  en  Betingelse,  det  skal  opfylde,  da  der  optræder  Konstanterne  Xjo 
og  Xqi  ;  denne  faas  imidlertid  meget  let,  thi  man  ser  straks,  at  hvis  man  erstatter  x  med 
X — I  eller  j  medj — i,  hvad  der  ikke  kan  forandre  Værdien  af  Integralet,  er  dette 
ensbetydende  med  at  ændre  Xjq  til  X^o  -{- 1  og  multiplicere  y  med  <?""  resp.  X^i  til  Xqi  -f-  i 
og  multiplicere  y  med  e~?'.  Indsættes  dette  i  (65),  faar  man  straks  x^^  =  a,  Xq^  =■  j3, 
medens  Integrationskonstanten  bestemmes  ved  a  =  p  =  o,  idet  man  erindrer,  at  (p{x,y) 
giver  relative  Hyppigheder,  hvorved  faas  C=  i.  Man  har  altsaa  for  Integralet  fundet 
Værdien 

(65  a)  y  —    ^a-\,o+f?Xot  I  i  fa2X^-l-'2af5A„  +P='V2)  ^ 
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der  indsat  i  (50)  straks  giver  det  fra  Frequenskurver  kendte  Resultat,  at  alle  Halv- 
invarianter af  højere  Orden  end  anden  forsvinder,  medens  de  af  første  og  anden  Orden 
er  selve  Udviklingsfunktionens  Parametre.  Betydningen  af  de  enkelte  Halvinvarianter 
fremgaar  let  af  Relationen  mellem  Halvinvarianterne  og  Momenterne,  hvoraf  faas 

■^10  ==  -/lO  •  -'00>    -^01  ^^  -A)l  •  -M)0' 

^20  ^^  (-M)0^20  -^10)  •  -'oo'    ^02  ^^  (^00-'02  -^oi)  •  -^oo> 

der  viser,  at  \q  og  \^  er  Middeltallene  af  alle  ;tr- Værdier  og  alle  jv- Værdier,  medens  \q 
og  X02  er  de  tilsvarende  Middelfejlskvadrater.     For  \^  faas  Udtrykket: 


\i  =  ^11  •  ^( 


00- 


Da  ^[x,  y)  maa  være  reel  for  alle  reelle  Værdier  af  x  og  y,  viser  (55),  at  X^^  nødven- 
digvis maa  opfylde  Betingelsen 

hvoraf  fremgaar,  at  Korrelationskoefficienten  maa  ligge  mellem  +1  og  —  i,  begge 
Grænser  medregnede.  Er  r  =  o,  er  der  ingen  Korrelation,  og  9  [x,  y)  bliver  da  et  Pro- 
dukt af  to  Gaussiske  Fejllovsfunktioner.  Er  derimod  r  =  +  i,  antager  ^{x,  y)  Formeng, 
og  man  kan  ikke  bringe  den  paa  bestemt  Form.  Dette  betyder  imidlertid  ikke  noget 
som  helst  andet  end,  at  alle  Iagttagelser  ligger  paa  en  af  de  rette  Linier: 

[x  -  \o)  yxos  =  ±  (jy  -  Xoi)  yx~ 

og  der   kan   naturligvis   ikke   være   nogen  Middelafvigelse  forskellig  fra  Nul  parallel  med 
Koordinataxerne.     Drejer   man   derimod   Koordinatsystemet,    saa  at    den    ene  Axe   bliver 
parallel  med  en  af  de  nysnævnte  Linier,  antager  Frequensfunktionen  bestemt  Form. 
§   19.     Type  BB.     Her  bliver  det  Integral,  der  skal  undersøges 


-\-  Xg  sin  T  -}-  Oj  sin  co  cos  t  -f-  cSg  cos  co  sin  t  —  Xin  — yx]  dmdx. 
Differentiation  m.  H.  t.  X^  og  x^  giver  nu 

5X,  +  5x,  -■^'^'         '^'    h\        dx,  ~-^'^'  '^ 

og  analogt  for  X,  og  %2 

d\  +  5x,  --^'^^         '>'    b\,        bx,  -Al^  ^        ')■ 
Differentiation  m.  H.  t.  p^,  pg,  d,  og  Cg  giver  os  endvidere  de  følgende  4  Ligninger: 
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dpi       5p,  ^  6(5,       da,  --^1^^  '^ 

bp,  ^  dp,  ^  des,  ^  da,       •^'^'  '^ 

bp,  dp2  (^(5i    ^  6(52 

dpi  ^  5p2        50i        5(5,        -^^  ^  ^ 

Løses  disse  Ligninger  m.  H.  t.  cie  partielle  Differentialkvotienter,  faar  man: 

IJ  =  iy.  (.«  +  .-«- 2);  :g  =  iy,  (^  -  .-r 

^  =  i  ^1  (^"-^  +  ^"+^  +  ^-"+P  +  ^-"-^  —  4) 
opi 

-^-  =  4  7,  (^«-P  +  ^«+P  —  ^-"+P  —  ^-«-P) 
d(5i         *  ^  ^  ^ 

Ved  den  samme  Fremgangsmaade  som  den,    vi   benyttede  for   at  finde  Formel  (i6), 
faar  man  heraf  uden  videre: 

log  ^1  =  C  +  ^X,  (^«  +  <?-«  -  2)  +  |x,  {^«  -  ^-«)  +^X,  {e?  +  ^-P  _  2)  +  ix2  {e^  -  r-P) 

+  iPi  (^"~^  +  ^""*"^  +  ^""""^^  +  ^~"~^  —  4)  +  ip2  (—  ^"~^  +  ^"^^  —  ^"""^^  +  ^~"~^) 
+  ^  (5i  (^'"-P  4-  «-«+?  —  ^-«+P  —  ^-«-?)  +  :|  (5,  (^-«+P  —  ^-"-P  —  é-^-P  +  ^°+P) , 

hvor  Konstanten  C  let  ses  at  være  Nul  i).  Indføres  dette  i  (50),  og  udvikles  Exponential- 
funktionen  i  Række  efter  Potenser  af  a  og  p,  faar  man  til  Bestemmelse  af  Halv- 
invarianterne følgende  Identitet: 

Yi  (^10«  +  hi?)  +  ^  (^20«^  +  2Xnap  +  Xo,p2)  +  i_  (X3oa3  +  sX^^a^p  +  3X^,0^2  +  x^gps) 


■f  77 1X40«*  +  4X3ia3p  +  6X2,a2^2  +  4X130^3  +  x^^^i)  4. 


=  ^^(7!«^  +  >^  +  ----)+'^^(T!"  +  yi«^  +  ----)  +  ^^(^P^  +  i!P^+---') 


')  Konstantens  Værdi  er  iøvrigt  ligegyldig,  da  den  udgaar  af  Regningen. 
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+  ^  ((X,  +  Pi)  «*  +  4p2a'P  +  6pia''^p2  +  4p^ap«  +  (x,  +  pj  ^4)  +  .  . . . 


Sammenlignes  Koefficienterne   til  de  samme  Potenser  af  a  og  p,    ser  man  straks,    at 
de  søgte  Halvinvarianter  falder  i  følgende  8  Grupper: 


(68) 


X2p+i,o  —  x^  +  Ol',  X2P.0          =  Xi  +  Pi 

Xo,  2p+l  =  5^2   +   ^2'  Xo,  2q                 =  Xg    +   Pi 

X2p+l,2q  =  <5l  ')  X2p  +  l,2<j+l   =   P-i 

X2p.  27f-l  =  f5j.  ;  X2p.  2q              =  Pi  • 


Medens  for  Type  AA  Korrelationen  i  Udviklingsfunktionen  kunde  maales  ved  det 
enkelte  Tal  r  (Korrelationskoefficienten),  er  dette  ikke  Tilfældet  for  Type  BB,  hvor  alle 
4  Halvinvarianter:  (3^,  Og,  pj  og  pg  er  nødvendige  for  at  beskrive  Korrelationen,  saaledes 
at  Begrebet  »Korrelationskoefficienten«  kun  i  ganske  specielle  Tilfælde  faar  nogen 
Betydning. 

§  20,  Type  AB.  Det  Integral,  hvis  Værdi  skal  findes  for  at  bestemme  Udviklings 
funktionens  Halvinvarianter,  er  i  det  foreliggende  Tilfælde: 


(69) 


y.= 


J   00  •'—00  *'    »•'     JI 


,+  00    ^  -l-n 

■  (Ai+pi-5Pi^')«'°''"-p2Ts'n«-5V*cos[(Xi-|-(5i-  ■^cfiT2)sinto 


+  O^T  cos  CO  —  X(o  —  {y  —  Xg)  t]  dm. 


Differentiation  m.  H.  t.  de  enkelte  Parametre    giver   os   nu    følgende  System  af   par- 
tielle Differentialligninger : 


^  +  ^xf  =  ^(^"-') 


b\    "^  dXi 


=  y2(^-"-o 


5x.;    *  bxi 


6; 


Desuden  maa  ^2«  som  man  let  ser,  tilfredsstille  Betingelsen 

hvor  Betegnelsen  y^  (xg)  betyder,  at  y^  er  Funktion  af  Xg . 

Forsøger  man  nu  at  tilfredsstille  dette  Ligningssystem  ved  et  Udtryk  af  Formen; 

y    ;::::    (^^'nXi+iix,+pA3+qx3+rpi+sp24  «a,-l-ii<j2 

faar  man  straks  til  Bestemmelse  af  Konstanterne  m  til  u  Ligningerne 

w  +  «  =     <?"  —  I 
»z  —  n  =     ^~"  —  I 

P=     \^' 
r  +  /  =     ^°(/  4-  i)—  1 

r  —  t=     e-"  [p  -^  i)  —  i 

s  -\-  u  =     e°--q 

s  —  u  =z—e-°--q 

samt  af  den  sidste  Betingelse  ^  =  |3.     Heraf  faar  man  atter: 

m  =  ^{e""  -\-  <?-«  —  2) 

j  =  |(^«  —  ^-«)  p 
medens  Konstanten  C  let  ses  at  være  lig  med  i,  saa  at  Integralets  Værdi  er 

(70)  {    •"' 

g* 
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Indsættes  dette  i  (50),  faar  man  til  Bestemmelse  af  Halvinvarianterne  for  Funktionen 
\|)  {x,  y)  Identiteten  : 

^  (Xioa+Xo,P)  +^  (X,o«^  +  2XuaP  +  X02P')  +  ^\  (^30«=^  +  3X21«^^  +  SX^^«?^  +  \,^'') 


+  71  (X4oa*  +  4X3ia3^  +  6\,a^^^  +  4X13«?^  +  \,^')  + 


=  --j  ((J«!  -f  <5i)a  +  (Xg  +  Og)  ?)  +  yi  ((Xi  +  Pi)a2  +  29^0^  +  (X^  +  PxW 

+  yj  ((>ti  +  <5i)  a3  +  302a3^  -[-  S^iap^)  -{..  ±  ((X^  +  p^)  a^  +  4P2a3j3  +  6p^a^^^)  + 


hvoraf  ses,  at  Halvinvarianterne  her  falder  i  følgende  9  Grupper: 


(71) 


X2P+I,  o  =  ><i    -\-  ^i_\  X2P4.I,  1    =  p2  5        X2p.f.i,  2  ^   C5j 

X2p,  O         ^^  Xj  4"  Pi  5  Xap.  1          ^  <32  ;        X2p,  2         =  Pi 

\)1             =  '<2   +  <^2  >  ^02              =  ^2   +  Pi 

Xp,         =0  {q>2) 


(man  sammenligne  Systemet  (68)). 

Som  man  ser,  kræves  der  ogsaa  for  denne  Type  fire  Konstanter  for  at  beskrive 
Korrelationsforholdene.  Hvis  disse  Konstanter  p^ ,  pg ,  cJ^ ,  cJ^  alle  forsvinder,  bliver  Funk- 
tionen ^^{x,y\  som  man  ser  ved  en  simpel  Regning,  til  et  Produkt  af  en  ^--Funktion  i  x 
og  en  Gaussisk  FejUovsfunktion  i  y. 


V. 

UNDERSØGELSE  AF  DE  VED  UDVIKLINGSFUNKTIONERNE 
DEFINEREDE  FLADER  I  lAGTTAGELSESTHEORETISK 

HENSEENDE. 


§  21.  En  Undersøgelse  af  de  ved  Udviklingsfunktionerne  definerede  Flader  vil  kunne 
gennemføres  enten  ud  fra  et  rent  geometrisk  Synspunkt  eller  ud  fra  et  rent  iagttagelses- 
theoretisk.  I  det  første  Tilfælde  vil  man  søge  efter  mærkelige  Punkter  og  Kurver  paa 
Fladen,  Krumningsforhold  og  lignende;  da  Fladernes  Ligninger  er  transcendente  og  af 
ret  kompliceret  Karakter,  vil  en  saadan  Undersøgelse  sikkert  være  meget  vanskelig  for 
de  to  Typer  AB  og  BBl  og  vil  forøvrigt  i  den  Sammenhæng,  hvori  vi  her  ser  Proble- 
met, have  ingen  eller  liden  Interesse.  For  F"lader  af  Type  AA  er  Forholdene  yderst 
simple,  og  Fladen  frembyder  intetsomhelst  af  Interesse  i  geometrisk  Henseende.  Ganske 
anderledes  stiller  Sagen  sig  set  fra  et  iagttagelsestheoretisk  Standpunkt,  thi  da  ethvert 
plant  Snit  i  Fladen  vinkelret  paa  xy-V\ax\£n  maa  være  en  Frequenskurve,  har  det  stor 
Interesse  at  undersøge  disse  Kurvers  Parametre,  og  da  navnlig  for  de  Kurver,  der  dannes 
af  Snit  parallele  med  ;r2-Planen  eller  j^-Planen.  Naar  man  kender  Udseendet  af  Frequens- 
kurverne  af  de  to  Typer,  vil  man  jo  ogsaa  ad  denne  Vej  faa  en  god  Forestilling  om 
Fladens  hele  Udseende,  navnlig  hvis  man  ogsaa  kan  skaffe  sig  en  Forestilling  om  Ud- 
seendet af  Snit  parallele  med  ;»?y- Planen;  det  vil  hyppigt  i  Praxis  være  meget  nyttigt  at 
-  kende  Udseendet  af  disse  sidste  Snit. 

For  Type  AA  er  Forholdene  ogsaa  i  iagttagelsestheoretisk  Henseende  velkendte  fra 
tidligere  Forfattere;  vi  skal  imidlertid  her  udlede  de  gammelkendte  Resultater  ad  en 
anden  —  besværligere  —  Vej  end  den,  der  er  fulgt  af  tidligere  Forfattere,  fordi  vi 
derved  paa  dette  simple  Tilfælde  faar  Lejlighed  til  at  anvende  den  samme  Undersøgel- 
sesmethode,  der  skal  vise  sig  nyttig  for  os  i  de  mere  komplicerede  Typer  AB  og  BB,  og 
for  at  faa  Lejlighed  til  at  indføre  nogle  yderst  vigtige  iagttagelsestheoretiske  Begreber,  der 
for  Type  AA  er  meget  simple.  Vi  benytter  for  Udviklingsfunktionen  Udtrykket  (53)  og 
vil  undersøge  Snit  i  Fladen  vinkelrette  paa  y-Axen.  Disse  Snit  bliver  Frequenskurver, 
hvis  Halvinvarianter  er  Funktioner  af  y,  og  Problemet  bliver  da  at  bestemme  disse  Funk- 
tioner. Sættes 

(72)         y  (JV)  =  ~  \         ^  -^^[^^^+2Xu^x+X^T»i+ax  ^,^3  ^Q^^^  _.;>;)  CO  +  (Xoj  — >')t]  dcodxdx, 

•'    —  CX*'     —00  J    00 

maa  de  søgte  Halvinvarianter  K{y)  bestemmes  af  Identiteten: 
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(73)  7{y)  =  {y{y  ))«=0  •  ^^i(!')«  +  ^A.(!/ja-^+3V3(|/)a'+  .... 

Vi  maa  altsaa  finde  Værdien  af  Integralet  y{y\    og   man   ser   let,    at  dette   maa  til- 
fredsstille følgende  System  af  partielle  Differentialligninger: 

h^y{y)    _^hy[y),  ^yAy)-Æ^y).      ^'^^y)     ^^y^y). 


Desuden  maa  det  tilfredsstille  Betingelserne: 
og 

/•  +  " 

^Pf/y(_y)^  =  ^^io«+^o,P+^(A2„«H2A„aHAo.P)    (p^a  Grund  af  Formel  (65  a)). 

00 

Af  den  sidste  Betingelse  fremgaar  det,  at  y{y)  i  ;>'  —  +  00  maa  forsvinde  mindst  lige 
saa  hurtigt  som  e~ ''y\  hvor  k  er  en  positiv  Konstant;  af  (72)  ser  man  desuden  straks  ved 

at  erstatte  t  med  t  : /X^a'  ^^  y  ^""  ^^"  forekomme  i  Forbindelsen  (Xqi — jK):yXo2- 

Den  første  Ligning  er  en  gammelkendt  Ligning  (Varmeledningsligningen),  for  hvilken 
man  let  finder  et  partikulært  Integral  af  Formen 

{Ki-yf,u  Ki-y  ,  'fa  ,  ^ 

y{y)=f{\2)^  2A0.  X«         A»         ^ 

hvor /(X02)  er  en  foreløbig  ukendt  Funktion  af  X02,    medens   k^^,   k^,   k^    ikke    indeholder 
\\—y  eller  X02  • 

For  at   bestemme  Funktionen  /,    indsættes  ovenstaaende  Udtryk  i    den  første  Diffe- 
rentialligning, hvorved  faas 

/(X02)         2X02 

eller 

fc'i-t-afca 

V^^'Xa, 


der  indsat  ovenfor  giver  som  partikulært  Integral  af  den  første  Ligning: 

I -^ — +'^1  ^; h\ — '""3 

y^Xo2 

hvor  nu  c  er  uafhængig  af  \^  — y  og  Xo2- 

Vi  forsøger  nu,  om  vi  med  c  konstant  kan  tilfredsstille  de  øvrige  Betingelser,  som 
y{y)  skal  opfylde.  (Det  vil  forøvrigt  være  let  at  vise,  at  c  kun  kan  være  en  Konstant). 
Af  den  tredje  Ligning  faar  man  straks: 

\i  —y  -  ^1  i^\  _j_  ^K\   I    ^^3  ^Q 
Xoj  \6Xii       dXio/       6X11 
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Da  k^  og  >^3  ikke  kan  indeholde  ~ — —^ ^ .    maa  Koefficienten   til  dette  Led  identisk 

forsvinde,  hvorved  faas  Systemet 


^   =  O, 


(a) 

Af  den  anden  Differentialligning  faas  endvidere  Betingelsesligningen: 

(K  —y - K  Ml  .  ^^^V  ,  \x-y-h  ^  _  J^ [^W ^Ih 

\  Xo2  dX,o  "^  dXioJ  "^  Xo2  ■  h\\,       Xo2  WJ       dX?o 


hvoraf  straks  faas  Systemet 


bki  _     .    d^i  /  dk.^  \^      d^k;^  dk^ 


Man  ser  altsaa,   at  k^  hverken  kan  indeholde  X^^  eller  X^q,    saa   at  det  bortset  fra  a  maa 
være  en  Funktion  af  X^  alene.     Af  Systemet  (a)  faas  nu 

— -  = —  =  o 

dXjj  bXiQb\i 

altsaa 

kl  =  aX^i  +  å, 

hvor  Æ  og  <^  er  Konstanter  (eventuelt  Funktioner  af  a).     Endvidere  faas  af  (a) 

h  =  —  ^^10  +  ^1  , 


der  indsat  i  (b)  giver 


^^3  « 

2  —    =  a^ 


eller 

h  =  l^%o  —  ^\o  +  h  • 

Erstattes  nu  Xjq  med  X^o —  i,  hvorved  ^^  {y)  multipliceres  med  <f",    faar  man  umiddelbart 

a  =  a, 
medens  den  sidste  Betingelse  giver 

/^  =  /^i  =  /^2  =  o , 
saa  at  man  endelig  har 

(74)  y/y\  —  '  ^  2Aos  V  Aæ  y      *       V  AoW, 

y27rXo3 
Føres  nu  dette  ind  i  Identiteten  (73),  faar  man  let 
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(75) 


Xof) 


medens  Arealet  af  Snittet  bliver 

(76)         ^  ~     (y(:v))a=o  = 


(g-Xoi)° 
2Ana 


y27rXo2 

Indføres  i  (75)  Udtrykket  for  Korrelationskoefficienten   r 
til 


Xu 


r^aoXfl 


gaar  Formlerne  over 


\75a) 


''^02 


For  Snit  parallele  med  den  anden  Koordinatplan  faar  man  analogt 


(75  b) 


Yl 


medens  for  begge  Snit  de  højere  Halvinvarianter  forsvinder,  saa  at  Snittene  —  hvad  der 
var  paa  Forhaand  givet  —  er  Gaussiske  Fejlkurver  (»Normalkurver«). 

Tager  man  i  (75  a)  X^  (jy)  som  Abscisse  og  y  som  Ordinat  i  et  retvinklet  Koordinat- 
system, faar  man  en  ret  Linie  med  Ligningen : 


(75  c)  \ 


X  —  X 


10 


og  analogt  af  (75  b) 


|/ 


r  1/^  [y 


y 


Xoi  --  r 


^01  j 


{pc  —  Xjo) 


og 


Disse    to    rette   Linier   kaldes   Fladens  Regressionslinier,    og  Størrelserne  r^ - 

r  j/r-^    hedder    Regr  essionskoefficienterne    eller    blot    Regressionerne.      For 
r  X20 

Type  AA  er  altsaa  begge  Regressionslinier  rette  Linier,  men  i  Almindelighed  vil  Re- 
gressionskurverne  (som  vi  vil  foretrække  at  kalde  dem)  ikke  være  rette  Linier, 
men  Kurver  med  en  ret  kompliceret  Ligning.  Den  store  Betydning,  dette  Begreb  har  i 
iagttagelsestheoretisk  Henseende,  fremgaar  tydeligt  af  Ligningerne  (75  a)  og  (75  b),  der 
viser,  at  Regressionskurverne  bestemmer  den  sandsynligste  Værdi  af  x  hørende  til  et 
givet  y  og  omvendt.  (For  skæve  Fordelinger  kan  man  vel  ikke  betegne  det  arithmetiske 
Middeltal  som  »den  sandsynligste  Værdi«,  men  det  vil  dog  altid  være  det  vigtigste  Led 
af  Fejlloven,  saa  at  Regressionskurvernes  Betydning  paa  ingen  Maade  formindskes).  Be- 
tragter vi  det  specielle  Tilfælde  Xgo  =  X02 ,    viser  Regressionskurvernes  Ligninger,    at  den 
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sandsynligste  Værdi  for  x  afviger  mindre  fra  Middeltallet  af  alle  x,  end  det  givne  y  fra 
Middeltallet  af  alle  y\  analogt  for  den  anden  Kurve.  Det  er  dette  Forhold,  der  i  Arvelig- 
hedslæren gaar  under  Navnet:  »Galtons  law  of  regression«,  der  har  givet  Anledning 
til  Navnet  1). 

Man  ser   uden  videre,   at  tg.  til  Vinklen  mellem  Regressionslinierne,  der  skærer  hin- 
anden i  Punktet  (X^q,  Xqi)  i  det  foreliggende  Tilfælde  er  proportional  med 

I  —  r^ 


hvoraf  fremgaar,  at  Regressionslinierne  falder  sammen  for  r  =  +  i  (Korrelationen  er 
Kausalitet),  og  staar  vinkelret  paa  hinanden  for  r  =  o,  saa  at  man  af  Størrelsen  af 
denne  Vinkel  kan  faa  et  hurtigt  Overblik  over  Korrelationens  Størrelse. 

En    endnu    bedre  Forestilling    om  Regressionslinierne    faar  man,    naar  man  betragter 
vandrette  Snit  (parallele  med  .^i^'-Planen)  i  Fladen.  Disse  ses  umiddelbart  at  være  Ellipser 

med  Ligningerne: 

{X  -  X,o)-^       2r  jx  -  KoKy  -  X,,)  ^   (y  -  XqQ^  ^  ^  ^ 

XgQ  yXaoXoa  ^a 

hvad  der  fremgaar  af  (57).  Disse  Ellipser,  der  kun  er  forskellige  ved  Værdien  af 
Konstanten  c,  har  alle  Centrum  i  (X,o ,  Xq^)  og  samme  Excentricitet.  Af  Definitionen  for 
Regressionslinierne  fremgaar  det,  at  disse  er  Diametre  til  Kordesystemer  parallele  med 
henholdsvis  ;r-Axen  og  jy-Axen.  For  r  — o  vil  Ellipserne  være  »orienterede«,  og  Regres- 
sionslinierne Ellipsernes  Hovedaxer.  Vi  kan  nu  underkaste  Koordinatsystemet  en  Drejning, 
hvorved  de  nye  Halvinvarianter,  naar  Nulpunktet  lægges  i  Centret  (X^oiXoi),  i  Følge  {$1  a) 

bliver 

^'10  =  ^'01  =  O' 

X'20  =  X30  cos^  a  +  2X11  cos  a  sin  a  +  X03  sin^  a , 

X'n  =  Xji  cos  2a  —  ^  (X20  —  X02)  sin  2a , 

X'o3  =  X20  sin'^a  —  2X11  cos  a  sin  a  -}-  X02  cos^a. 

Bestemmes  nu  Drejningsvinklen  a  saaledes,  at  X'^  forsvinder,  bliver  der  ingen  Korrelation 
mellem  de  nye  Variable;  Ellipserne  bliver  henførte  til  deres  Hovedaxer,  og  Regressions- 
linierne falder  sammen  med  disse.     Drejningsvinklen  a  bestemmes  da  ved  Ligningen: 

tg  2a  z 

og  de  nye  Middelafvigelser,  hvis  Kvadrater  er  X'go  og  X'02,  bliver  da  bestemt  ved 

X  20  "1~  -^  02  ^^  ^20  ~r  X02 

V30  -  X'o2  -(X20  -  X03)  cos  2a  =  ±  ^^'  ~  ^°^)         - 


y(X2o-Xo2)'  +  4X^ 


*)  Angaaende  denne  Galtonske  Lov  henvi.ses  til  Galton:  Natural  inheritance.  En  indgaaende  og  ret  let- 
fattelig Fremstilling  og  Kritik  af  Galtons  Undersøgelser  giver  Johannsen:  Elemente  der  exacten  Erblich- 
keitslehre,  og  i  en  Del  Smaaskrifler  f.  Exp.:  Erblichkeit  in  Populationen  und  reinen  Linien. 

Alle  disse  Arbejder  er  rent  biologiske  og  vedkommer  for  saa  vidt  ikke  den  rent  mathematiske  Theori. 

lO 
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hvoraf  faas  Værdierne  af  X'20  og  X'^^,  idet  der  dog  er  et  Fortegn  at  bestemme,  hvad  der  imid- 
lertid aldrig  kan  volde  nogen  Vanskelighed,  da  X'20  —  X'(,2  maa  have  samme  Fortegn  som  r. 

Naar  Burrau  i  »Meddelelser  fra  den  antropologiske  Komité«  p.  251  foreslaar  at 
bruge  Drejningsvinklen  a  som  Maal  for  Korrelationen  istedetfor  Korrelationskoefficienten  r, 
maa  dette  anses  for  saare  uheldigt,  idet  disse  to  Størrelser  ikke  har  noget  videre  med 
hinanden  at  gøre.  Medens  Korrelationskoefificienten  nemlig  altid  har  Betydning  for  Udvik- 
lingsfunktionen cp(;tr,jy),  ser  man  straks,  at  Drejningsvinklen  bliver  ganske  ubestemt,  hvis 
X^i  =  o  og  X20  =  X02,  og  den  kan  saaledes  ikke  i  dette  Tilfælde  give  noget  Maal  for 
Korrelationens  Størrelse.  Værre  endnu  er  det,  at  den  for  Xgo  =  X02  altid  vil  være  45^ 
uanset  Størrelsen  af  X^  altsaa  af  Korrelationen,  og  endelig  er  den  ikke  uafhængig  af  de 
valgte  Enheder.  Der  vil  derfor  sikkert  ikke  være  nogen  Grund  til  at  forlade  Korrelations- 
koefficienten, der  indgaar  som  et  naturligt  Led  i  hele  Theorien,  til  Fordel  for  Drejningsvinklen. 
Paa  den  anden  Side  maa  man  vel  vogte  sig  for  at  tillægge  Korrelationskoefficienten  for  stor 
Betydning;    thi   kun  i  sjældne  Tilfælde    er  den  tilstrækkelig  til  at  beskrive  Korrelationen. 

§  22.  For  den  anden  Halvinvariants  Vedkommende  viser  (75  a)  og  (75  b),  at  denne  er 
den  samme  for  alle  parallele  Snit  i  Fladen.  Pearsoji'^)  har  indført  Betegnelsen:  scedastisk 
Kurve  for  den  Kurve,  hvis  Ordinater  fremstilles  ved  Xg  (jv) :  X20  henholdsvis  \{x)\\2- 
Da  disse  Ordinater  alle  er  positive,  fremgaar  heraf,  at  Kurven  helt  maa  ligge  i  de  posi- 
tive Ordinaters  Halvplan;  den  er  i  det  foreliggende  Tilfælde  en  ret  Linie  parallel  med 
Abscisseaxen,  med  hvilken  den  falder  sammen,  naar  Korrelationskoefficienten  er  +  i. 
Pearson  (1.  c.)  har  for  Korrelationen  indført  et  andet  Maal  end  Korrelationskoefficienten, 
et  Maal,  som  han  kalder  Korrelationsforholdet;  dette,  der  defineres  ved  Ligningen: 

J    —X  * 

hvor  ^0  [y]  er  Snittets  Areal,  skal  tjene  som  Maal  for  Korrelationen  ogsaa  i  de  Tilfælde, 
hvor  r  ikke  er  tilstrækkelig.  Da  baade  X20  og  Integralet  nødvendigvis  maa  være  posi- 
tive, ses  det,  at  x\  ligesom  r  maa  ligge  mellem  Grænserne  +  i.  Multipliceres  (73)  med 
dy,  og  integreres  fra  —  cxd  til  +  00,  giver  nogle  simple  Regninger  os  let  den  følgende 
Relation : 

(78)  rf\,=  \7o[y)[\{y)-\oYdy, 

hvoraf  ses,  at  r\  kun  kan  blive  Nul,  naar  X^  (y)  konstant  er  lig  med  X^,,  hvad  der  kun 
kan  finde  Sted,  naar  der  ingen  Korrelation  findes.  Korrelationsforholdet  har  altsaa  de 
samme  Egenskaber  som  Korrelationskoefficienten:  at  være  lig  med  Nul,  naar  der  ingen 
Korrelation  findes,  og  lig  med  +  i,  naar  Korrelationen  gaar  over  til  Kausalitet.  Skrives 
nu  Xiiy)  svarende  til  den  rette  Regressionslinie  X,  haves: 

der  indsat  i  (78)  straks  giver 

*)  Pearson:  Drapers  Company  research  memoires.  Biometric  series  II,  p.   lo. 
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V     —  00 


-|-  2r 


|/xo2  1^''  ^-^^  ^^^  ^-^'^  -  ^)  (/  -  \)i)  dy 


Elimineres  i   det   andet   Integral  atter  X,    ses    Integralet    at    være   Nul,    medens    det 
tredje  Integral  straks  ses  at  have  Værdien  X^g,  hvorved  faas 

(79)  m^  -  r-^]  K  -  [^0  (/)  (Al  (^')  -  Xf  dy. 

Denne  interessante  Ligning,  der  skyldes  Pearson^)  (1.  c,  p.  ii),  viser,  at  \\  altid  maa 
være  større  end  r,  undtagen  hvis  Regressionskurven  er  en  ret  Linie,  i  hvilket  Tilfælde 
ri  =:  r.  •  Naar  Regressionskurven  ikke  er  en  ret  Linie,  viser  (79),  at  (rj^  —  r^^  X^^  betyder 
Summen  af  Kvadraterne  af  Middeltallenes  Afvigelser  fra  den  rette  Regressionslinie,  reg- 
nede med  Snittenes  Arealer  som  Vægte. 

§23.     Snit  i  Type  BB.     For  at  bestemme  Halvinvarianterne  i  Snit  parallele  med 
;ir£;-Planen  i  denne  Type,  maa  vi  finde  Værdien  af  Integralet: 


(80)    7,{y)^ 


471 


•\ 


+  00  ^+31     /.+3I 

^^^aar -(Aj+Xa+p,)  I  I  ^Xj  cosco+Aocos t  +  pi  cosco  cosT  —  p^sin  01  sin  T  ^gg  Tj^    sinCO-|-X    sin  T 


+  cJj  sin  CO  cos  x  -\-  o^  cos  co  sin  t  —  xm  — yx]  dindx. 


Man  faar   nu  ved    Differentiation  følgende  System  af  partielle  Differentialligninger   til 
Bestemmelse  af  jf^  [y): 


yi(^')(^"-0; 


y^^y)[e--i) 


^y.(^)_,MM=.y^(^_0-y,(;,);   ^^^(^) 


dpi 

eipi 


5^1(7)  ,  ^X(j)      6^1  (^) 

dpg  dcJj  dcJg 


dX, 


^^yi(.y) 


^1(7  4-0-^1(7) 


^":?^i(>'  +  o-:^i(j) 


+^?-+^^+^'-^"^.<^'-)-^.(^) 


+ 


^P2 

6^1  (J) 


^y^y) 


^P2 


dc5i 


^yi(jv) 

dcJ., 


=  ^-"yi(^'+i)-yi(^). 


*)  Denne  Ligning  taber  imidlertid  en  stor  Del  af  sin  Interesse  derved,  at  Pearson  ikke  har  givet  noget  Bevis 
for,  at  der  ikke  findes  mere  end  eet  Korrelationsforhold,  og  der  er  meget,  der  taler  for,  at  der  i  Virke 
ligheden  findes  to.  I  det  hele  taget  tør  man  naturligvis  ikke  vente,  at  et  Forsøg  paa  at  karakterisere  og 
maale  et  saa  indviklet  Begreb,  som  Begrebet  Korrelation  i  Virkeligheden  er,  kan  falde  heldigt  ud,  naar 
man  denil  vil  bruge  et  enkelt  Tal. 
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1^ 

Desuden  skal     yi(j>')^f'^^   have   den   ved   {G'])  bestemte  Værdi  J^,    og  endelig  vides,   at 
naar  p^  r=  p^  =  o^  =  Og  =  o,  bliver  Integralet  lig  med 

(b)  .*^''-+'"°-"-^»-"°-"°'K:.(7). 

hvad  der  umiddelbart  fremgaar  deraf,  at  \i'{x,y)  i  dette  Tilfælde  reduceres  til  ^\-^,-A-Xx)'^\^,-^[y). 
Formen  af  Ligningsystemet  (a)  viser,  at  Funktionen  J^  [y]  maa  være  megetl^nær 
beslægtet  med  en  Funktion  af  Formen  \^i,k{y)-,  hvor  /  og  k  afhænger  af  Fladens  Para- 
metre; dog  kan  det  ikke  være  en  ren  O'-F'unktion  paa  Grund  af  de  multiplikative  Kon- 
stanter ^"  og  <?-",  der  optræder  i  Ligningerne.  Man  ser  imidlertid  let,  at  det  maa  være 
muligt  at  tilfredsstille  Systemet  (a)  og  (b)  ved  en  Funktion  af  Formen 

hvor  /,  /  og  k  er  F'unktioner  af  a  og  Fladens  Parametre. 

De  to  første  Ligninger  i  (a)  viser  os  nu  straks,  at  y^  (y)  maa  indeholde 

1  Xi  (e«+e-a_2)  +  i  ^j  (e«_e-") 

som    F"aktor,    og   at  X^   og  x^  ikke  kan  optræde  andet  Steds  i  y^  (y).     De  to  næste  Lig- 
ninger giver  nu,  naar  man  benytter  (ii): 


67i(^)  ^  ^y,w 


dXg       ~       6X2 


^.w(|±£)+'H^''-+"+^'<''-"-^^'W)(£±S 


Da  f,  I  og  k  ikke  indeholder  y,  faas  heraf  følgende  System : 

hf  _'iif  _hl  _hk  _     ,       U  _hk  _ 
5X,       dx,      dxo      6X.,  '      dX,       5X9 


vg  "-^2 


k  ikke  X2 


hvoraf  fremgaar,    at  f  er   uafhængig   baade   af  X.3  og  x,,    og  at  /  ikke  kan  indeholde  Xg, 
ke  \. 
De  fire  sidste  Ligninger  i  (a)  giver  os  nu  følgende  System : 

dpi        5p.^  ^  dOi        hG^ 

-J. 1 ±-.  _| -L 1 1^   ~  e'^  —  \ 

åpi         dp2         dOj         dGg 

¥       ¥       ¥   ,    ¥ 

åpi         åp2         d(5i         ba^ 

¥     '  ¥       ¥       ¥ 

Apl         5p2         åcJi         dOg 


V 
_d/ ^]__x}L ^J_- 

dpi         dp2         d(5i         6(52  ~  ^ 

bl     ,     bl     ,     hl     ,      hl 

1 1 1 =  ^" 

dpi         dp2         dO^         dcJ^ 

_d/ d/ ^,_^_ 

dpi        6p3        åOi        dOg 

hj_         h[ b[ hl__ 

hpi        dp2        ha^        dOg    . 

hk  hk  hk  hk    _ 

dpi         åp2         dOi         dcJg 

1 1 1 =  e°- 

dpi         dp2        d(5i         dOa 

6^  6^  d^  5^          _^ 

dpi  "dpa  d(5i  dcJg 

6^  6^  5^  5^ 

dpi  '    dp3  åOi  dOa  "~ 


der  løst  giver  følgende  Resultater: 


dpi        ^^      ^  ''     dCi        2V  ^       åp2        ha^ 

dpa  .  dOg        ^  dpi         dOi 


hvoraf  faas: 


(8 1 


/  =  i  (Xi  +  Pi)  {^"  +  ^'-"  -  2)  4-  i  (xi  +  es,)  {e-  -  ^-") 
I   /=X2  +  ^Pi(^«  +  ^-«)  +  i(5i(^«-0 

I  /&  -  Xg  +  i  P2  (^«  —  ^-")  +  ^  C52  (^«  +  ^-"), 

saa  at  Løsningen  bliver 

For  at  bestemme  Konstanten  c  benytter  man 


I 


+  00 


idet  man  har 

.+  00 


I 


faas  heraf  c=  i,  saa  at  man  endelig  har 
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(82)  y^(j)/)  =  é'2  ^  -»/.fc  (:>'), 

hvor  Parametrene  I  og  k  er  bestemte  ved  (8i). 

Indsættes  nu  dette  i  Identiteten  [y^),  faar  man 

|(Ai+Pi)(e"+e-«-2)  +  i-(x,+ai)(e«-e-«]    „         ,     ,  „  ,     «       y  X  (y)  (e«+e-«-2)  +  |  x  (j,)  (a«-^-«) 

hvor  /()  =  Xg  +  Pi,  /^o  =  X.2  -|-  cJg.  X  ( j)  og  x  (j)  er  de  søgte  Halvinvarianter  for  Snittet  af 
Type  B.     Differentieres  med  Hensyn  til  a,  og  sættes  derefter  a  =  o,  faar  man 

(83)  X  (r)  =  Xi  H -^- ^i^j^ — \ ^130        (t^arametre.  Ag  +  p^,  x^  +  Cg), 

der  giver  Ligningen  for  Regressionskurven.  For  at  faa  en  Forestilling  om,  hvorledes 
en  Kurve  af  denne  Art  ser  ud,  kan  vi  tage  det  specielle  Tilfælde  Xg  +  Pi  =  ><2  i"  ^2  =  '^ 
og  y  positiv  hel;  (83)  faar  da  Formen  (Formel  (7)): 

,    cfi  +  P2     'i'     ,    ^I 


2     '     n  2        O'  +  I 

der  viser,  at  Kurven  maa  have  et  hyperbellignende  Udseende. 
For  den  anden  Regressionskurve  maa  man  faa: 

(83  a)       K  W  =  X,  +  'hZ-^.^^-^^  +  'h.yHH^    (p„,„,,,,^  X.  +  p„  x.  +  o,)- 
Arealet  af  Snittene  ses  straks  at  være  henholdsvis 

^Aa+Pl-x^+o^b)     Og     ^X,  +  Pi,x,  +  ai,(^). 

For  den  anden  Halvinvariant  X  [y]   faar  man   ved  at  differentiere  to  Gange  m.  H.  t. 
a  og  ved  derefter  at  sætte  a  =  o  efter  nogen  Reduktion  Udtrykket : 

X  {^^  -  X    4_  1  rt-    :    Pi  -  ^2  ^  (^  +  O  4.  Pi  +  ^2  «■  b  -  I) 


2         /  3"2(_y)  2  2  S'S  (7) 

+  P4.P.)'  ^-3)i>W-^(^-.)  ,p^^^^^^^^^    X,  +  p. ,    X,  +  O,) , 

Og  analogt  for  X  (.;v)  blot  med  den  Forskel,  at  X^  erstattes  med  \ ,  d^  med  dg  og  d^  med 
d^ ,  samt  j  med  x. 

§  24.     Snit  i  Type  AB.     Vi  maa  her  finde  Værdien  af  Integralerne: 


a      \ 


,+  00  «4-  se      _  +;r 

-Pi;  I 
4-  dgT  cos  CO  —  Xia  —  (jv  —  x.^)  t]  ^co 


%  (j),')  =  — --^—   dxe'^    dx    L.(Xi+p,-ipiT2)co8co-p,Tsinco- 1  v=  cos  [(Xi  +  dl  —  -|diT2)  sm  co 


Og 
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(b) 


y^  (^)  = ^__   ^É-P!/   L/t    L-  (^■+Pi  - h  P'^') '^"'^ "-p^"^ «'" "  -  h  ^^''  cos  [(x^  +  cj^  —  :^  diT2)  sin 

+  OjjT  cos  CO  —  ;i:co  —  ( j  —  Xj)  t]  dfcj , 


CO 


idet  der  her  er  Snit  af  de  forskellige  Typer  at  bestemme. 

Til  Bestemmelse   af  Integralet  (a)  faar  man  let  følgende  System  af  partielle  Differen- 
tialligninger: 

^  w  _  ^_^)  _  ,_„  JZ^  0^ . 

dp2  ba^  d(jj/— X2) 

Desuden  er    e-^n  jc,  {y)  dy  =  %  (se  Formel  (70)). 
•'  — 00 

Løses  Ligningerne  m.  H.  t.  de  enkelte  partielle  Differentialkvotienter,  faas  Systemet: 

'-§5^  =  ^y.  iy)  i^-  -  -«)  +  i  (^«  -  -")  '41^ 

dp2  ^'  'b{y  —  Xg) 

6(52       ~  t^^     +^       ^db-X2) 

dX2  ^Mr-'^a)' 


8o 
De  to  første  Ligninger  viser  straks,  at  X^  og  x^  optræder  i  J^  [y)  paa  Formen 

c  ) 

medens  de  to  næstsidste  Ligninger  fortæller  os,  at  jf.  [y)  maa  være  en  Funktion  af 

jV  —  Xg  —  ^P2  (^«  —  ^-")  —  ^Og  (^«  +  ^-«), 

Og   endelig   antyder   den  sidste  Ligning  Muligheden  af  en  Gaussisk  Fejllov.     Vi  forsøger 
derfor  en  Løsning  af  Formen : 

hvor  Funktionerne  /  og  (p  nu  maa  bestemmes  af  tredje,    fjerde   og  sidste  Ligning.     Man 
faar  efter  nogle  simple  Regninger  let  Ligningerne: 

+  [j/  -  X2  —  i  P2  (^"  -  e--)  -  ^  C5,  {e-  +  e--)Y  (^  "  ^  (^"  +  ^~")  |^) 

+  [j  —  X2  —  \p,  {e-  -  e—)  -\<5,  {e-  4-  e—)Y  (^  -  i  (^"  —  ^-")  |^) 
Mog/ 


9' 


+  9  +  [j  -  Xa  —  iP2  (^«  -  ^-«)  -  ^02  (^«  +  e—)Y  r^  -  2J  =  o. 


Da/  og  9  ikke  indeholder  [y  —  y.^ — ••••])  reduceres  disse  Ligninger  til 
5  log/      ,  ,       ,         ,5  log/       ,  ,  , 


hvilket  System  let  ses  at  være  tilfredsstillet  af 


8i 


f- 


ep  =  2  (\2  +  ^  p,  (^«  +  e-^)  +  1  C5i  (^«  —  é'-«)), 
medens  den  sidste  Betingelse  giver  t=  i  1/2  ;i,   hvorved  endelig  faas 


(85)  y.(^)= 


,AAi(«"+e-«-2)  +  ixi  (e«-e-«) 


Heraf  faas,  at  Arealet  af  Snittet  er 

(85  a)  (y,(_y))„=o  = 


y27l(X2  +Pl) 


_  [i/-X2-gal» 
^        2(Aa+pi) 


Indsættes  disse  Udtryk  i  Identiteten  (73),  differentieres  m.  H.  t.  a,  og  sættes  der- 
efter a  =  o,  faar  man,  idet  der  kun  kan  optræde  de  to  Halvinvarianter  x  [y)  og  X  [y\ 
hvad  der  tydeligt  fremgaar  af  Formen  af  J^  [y) ,  Udtrykket : 


(86)        x(^')  =  '<i 


+ 


P2 


{y 


n^H-Pi  '  x^  +  p/-'     -^     ^^"  '  2{x,-{-p,Y 


02)  + 


{y 


Xo 


der  viser,  at  Regressionskurven  er  en  Parabel.  Kun  for  o^^o  bliver  Regressions- 
kurven en  ret  Linie,  der  let  ses  at  være  identisk  med  Linien  i  (75).  Differentieres  endnu 
en  Gang  m.  H.  t.  a,  faas  atter  for  a  =  o: 


(87) 


^2   +   Pi 


ih  +  Pl)^ 


(^2  +  Pi: 


^  _^A+c^.Pi-c.j3,  ^^  _  ^^  _  ^^^  _^  Pi^+p?-^^  f^  _  ,^  _•c.,j^ 


(^2   +   Pl)^ 


ih  +  Pi)' 


saa  at  ogsaa  den  scedastiske  Kurve  er  en  Parabel. 

For  Integralet  (b)  giver  partiel  Differentiation  os  følgende  System: 


.X,  +-5;;'-^(^-' 


%{^) 


^7M     ^%{^) 


=  %{x+  i)-%{x) 


6X3       ^    hxl 

b%{x)     hy,{x) 

^y-Åx) ^y-Ax) ^^y-Åx -  o 

(^p.^  dGo  dx._j. 

<^, [x] _ 6^, (:^) ^ _ hy.,{x-^  I) 

dpg  6(5.^  6X3 


y3(-^-')-y3W  + 


.?^i(^-+  ')-^.W  + 


5:?^,(^-  I) 
dx.3 

dX.. 
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Desuden  haves 

(P)  7A^>  ^2  ±  i)  =  ^i(-^',  x.)^""'' 

samt 

(t)   ■  K'"^3(-^)^-=^  = -7^        (Formel  (70;). 


Man  ser  uden  videre,  at  hele  Systemets  Karakter  tyder  paa,  at  Løsningen  maa  være 
af  Formen 

hvor  Funktionen  /  ikke  indeholder  x. 

Erindrer  man  Udtrykket  for  ^^-Funktionens  Differentialkvotienter  m.  H.  t.  Parametrene 
f(ii)],  faar  man  følgende  Relationer: 


^.w(£-^)-H.,(^+.)(:i-i;)+i^(^-.)C-.::j 


6x9 


^JM  -  ^  i.\  (^V _  ^'i  ,  M/  _  A^ V  ,  1  M^_  _  ^'^  \  l_^  ,.  ^^ 


hxl  ^'^^^^\bxl       hxi'^\hx.,       (>xj"^^\6x,       hx^j  y.isx^^^'   bx.^ 


+  \y^{^-m^:r.-\-^.-\-^ 


5x^  "^  bxl  "^  ^  Ux,       5x 


"j  (  5x,  +  5x  j  j 


.^.  ,/<V/  (-^2;^  I    bf  bl\    I    bl  bk\ 

Og  analoge  Udtryk  for  Differentialkvotienterne  m,  H.  t.  de  øvrige  Parametre. 

Indsættes  disse  Udtryk  i  Systemet  (a),  og  sammenligner  man  Koefficienterne  til  de 
forskellige  ^^-Funktioner  med  samme  Argument,  faar  man  af  de  to  første  Ligninger  i  (a) 
følgende  System : 

6/  _  6/        d/  _  (V  _  _    .     bf  __  bl  _  bf   ,^l_ 
b\       b\       5Xj^       bx^  '    (VX^       b\       bx^^       bx^ 

bl        bk    .     bl        bk  bl        bk        bl        bk 

=  O :  , ,     —  . . 7 h  r       =2 


b\       b\       bx^       5Xi  '  b\       b\       bx^^       bx^ 

bl        bk        bl        bk  _     _  ^^    I    ^'^  _  ^^  _  '^^ 

b\  ^  5X1  ^  5xi  ^  ~bx^  ~  ^ '  b\  ^  b\  ~  bx^       bXy 


hvilket  System  straks  reduceres  til 

bl  _  bk  __  bl  _bk  _  bf  _  5/  _ 

b\        bx^  ~      '    bx^        b\        b\        dXj 
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Den  tredje  Ligning  (a)  giver  Systemet: 

b\,  "^  cU,  ~  ^  IdxJ  "^  bxl    ^  ^  Idx,       (SxJ  [bx^  "^  5x2 


5/ 

bk        ,  /5V 
b\^~''[bxl 

b^k           fbf        bl\lbl         bkV 
bx'l            \bx.,        bx.J  \bx.^        ^^2/; 

bl        j'bY 
bX,       ^\bxl 

bH       /bf        (V\2      ^  /,v        (>/&\ 
(^x^        \bx.,        bx.J        ^    bx^        (>X2/ 

jbl     ,     bk 
^bx^        bx.j 

bl        bk  _ 
bx^       bx^~     ' 

bl         bk 

=;  O, 

bx2       bx.^ 

der  straks  antager  den  simplere  Form : 

, ,  (V  _  bk  _       'V  _  ^  Av/  ,  ib/'\A     bl     bk  _ 

^^^  bx,  ~  (^x,  ~  °'    bX,  ^  ^  Ux^  +  [bx,l  I '    c^X,  ~  (U,  ~  ° 


De  to  næste  Ligninger  i  (a)  giver  nu  Systemet: 

bf        bl    ,     bf         bl  ,    ,  /  bl        bk 

-    —  x^  +  x:,  —  x^  =  —  '  +  i '     — 


dpi        bpi        ba^        b(5i  ^  \bX.>        bX.^ 

bl  bk 


5pi 

bl 
bpi 

bl 

bk 

,    d/        (^/^ 

=  -'  +  i(.r  + 


dPi       6pi      dOj  i^Ci 

d/         bk          bl  bk              ,       /bf         bl 

_  _     _i         _  — ^  2  -4-  2  I 

t^pi      (>Pi      (>c5i   '  (>ai                 \(U,      bX-i 

bl     ,    (")/&         ^/  bk                   /bf        bl 

I       I  I  ^^  2-4-2  1 ^ 

<^Pl          ^Pl          (^CJi  t>C5i                          \t>X2          (^X^ 

()/         5/^         5/  bk 

1 ■ L-    O 

dpi        dpi        dOj  5(5^ 


5/         bk  _   (V        ^/& 
(>X,  "^  (>X,  ~  (U,"  ~  bX., 
Dette  System  giver 


samt  de  to   tidligere   fundne  Ligninger:   ^^    +  ^^    =  ;r-v x\    =  o 


å/    ^     6/    ^    bk    ^  ^.        '^^     :=    ^^     ^    I    +   ¥  .       ^f    =   ¥.. 

bC^        bc5i       bp^  '    i^pi       b(5^  bX, '    5pi        6X2 

Endelig  giver  de  to  sidste  Ligninger  i  (a)  os  Systemet: 


bf  _  ^i    ,    ¥  _  ^^  _      J^^_^^ 
dp2        dpa        b(3.2        5(3,  ^  \5x^,        bx^ 

bf  __  bl  _  bf        5/  _  _  ^  /  5/         bk 
bp.j        dpa        da^        ba^  ^  \bx^        bx^ 
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6p2       5p2       dOg 
(V        (>/&        5/ 

5p2  5p2     '     ()(52 


da, 

hc5.,  \  dx., 


5/ 

dp2 


dp2        6p 


6/^         cV 
hk         hl 


5(5, 


hk 
5C52 

bk 
5(5., 


¥ 

5x„ 


(V 

5/ 
5x« 


5/    ,    hk 

+  V7    =0: 


5x, 


5x., 


5X9 


bk 
5x.> 


o, 


der  straks  reduceres  til  det  simple  System  : 


(n) 


5/  ^  (V 
5p2       5p2 


hk 

5c5, 


hl 


hk 


¥      ¥ 


5(5^       5p2       5X2       5(52 


Sammenholdes  nu  Ligningssystemerne  (b)  til  (t"(),    ser  man  straks,    at  I,   k  og  f  kun 
kan  afhænge  af  følgende  Størrelser: 


/  af 

Xi, 

Pi> 

(52 

k  af 

>^i' 

f5i 

P2 

/af 

A„ 

X2, 

Pi,    O2. 

Forsøger  man  at  tilfredsstille  Systemerne  (b)  til  [r\)  ved  lineære  Udtryk: 

/  —  a^Xi  +  ^r^pi  +  Æ2C^2  +  ^3 
k  =  boX-y  +  <^i(5i  +  ^2p2  +  b■^ 

f  =   ^0^2    +  ^1^2     ^    ^2Pl    +  ^•A'^i   +  ^4  . 

giver  de  ovennævnte  Systemer  straks  Udtrykkene: 

/  ^  Xi  +  pi  +  ^1(52  +  1^  <pi  +  a.^ 
/&  =  xi  +  a^  +  qp2  +  i  <c5i  +  ^3 
/  ==  q  (X2  +  C52)  +  ^  c\  (X2  +  Pi)  +  6-^ . 

Ligningen  (j3)  medfører   nu    ^^  ^  |3,    medens  (70)  medfører  a.^  —  b.^  =  ^4  = 
fuldstændige  Løsning  bliver 

(88)  %  [pc]  =  ^(•''^+cr..8+ 1  a,+p,)P^ .  ^^  ^  ^x) 

med  Parametrene  I  os.  k  bestemte  ved 


o,    saa   at  den 


{89) 


/^  =  Xi  +  Cl  +P2P  +  ^C5i|32 


Indsættes  dette  Udtryk  i  (73),  og  husker  man,  at  Snittets  Areal  er 
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(88  a)  (^3  W)p=0   =  \  +  p,.  xj+a,  {X)  =  \,  A„  {x), 

faar  man  Identiteten : 

idet  de  højere  Halvinvarianter  let  ses  at  være  Nul. 

Differentiation  m.  H.  t.  p  og  |3  =  o  giver  os  nu  Udtrykkene  for  de  to  Halv- 
invarianter : 

(90)       X,  {X)  =  X,  +  -  2         ~V(5r  2         "TI^   (Parametre  :   X^  +  p, ,  x,  +  c,), 

der  giver  den  anden  Regressionskurve  for  Fladen.  Denne  Kurve  ses  straks  at  være 
identisk  med  den  tilsvarende  Kurve  (83  a)  for  Type  BB.  For  den  anden  Halvinvariant 
X3  [x]  faar  man,  som  man  paa  F'orhaand  kunde  vente,  et  Udtryk  analogt  med  (84). 

Sammenholder  man  de  forskellige  Udtryk  for  Regressionskurvernes  Ligninger,  ser 
man  straks,  at  det  kun  vil  være  muligt,  at  alle  Regressionskurver  er  rette  Linier,  naar 
(5j  =:  Cg  =  P2  =  o,  medens  p^  kan  være  yilkaarlig.  Regressionslinierne  bliver  i  dette  Til- 
fælde parallele  med  Koordinataxerne. 


VI. 


BESTEMMELSE  AF  RÆKKEUDVIKLINGERNES 
KOEFFICIENTER. 


§  25.  Efter  at  vi  nu  har  undersøgt  selve  Udviklingsfunktionerne,  kan  vi  gaa  over 
til  at  undersøge  de  af  disse  dannede  Rækkeudviklinger.  For  Rækker  af  Type  AA  har 
vi  i  Grunden  allerede  ved  Opstillingen  af  Udviklingsfunktionerne  bestemt  de  første  Koeffi- 
cienter, men  der  er  dog  endnu  en  Del  at  bemærke  om  Rækkeudviklingens  Koefficienter. 
Vi  gaar  ud  fra  den  almindelige  Udviklingsfunktion  af  Type  AA : 

"*  lI    "1    /  "i"i  \    "a    /  J 


(91)  ^i{'V,y)  =  ^ 

og  søger  at  bestemme  Koefficienterne  i  Rækken: 


r=-x         S- 


(92) 


F{x,y)  =  ^  ^{-ly 


+'^i''y]kr,..D:iyi,^,{z,y) 


;-=U  S=0 


ved  Hjælp  af  de  givne  Halvinvarianter  Xp,   for  Funktionen  F{x,y). 

Da  Rækken  bestaar  af  Led  af  Formen  kDxD\vf[x,y\    viser  (50),    at  vi    maa    finde 
Værdien  af  Integralet 

^.x-<o+yT^^  Z>a  (pi  [x,  y)  dxdy , 

hvad  der  let  kan  ske  ved  først  at  betragte  ^y[x,y)  som  Funktion  af  x  alene   og  benytte 
Identiteten 


[/■"'Z?:  9  [x]  dx  -  /•"'  {D'-'  9  (x)  -  ca/;r'  9  W+  •  •  •  +(- 03)^-^9 (x))H-  (-  co)^ 


e^^  9  {x)  dx 


og   erindre,    at  9^   og   alle    dens  Afledede    forsvinder   for    x  =  ±_  00.     Integreres  nu  dette 
Udtryk  atter  ved  Benyttelse  af 


.TO  +  yT   r-,r    r>S 


D^xD\  9i  {x,  y)  dxdy  — 


!/r    r-)S  /    1  ICO  7->r 


D\ 


e    D^^^{x,y)dx\dy, 


faar  man  efter  nogle  simple  Regninger  for  Dobbeltintegralet  (a)  Udtrykket: 


(b) 
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Indføres  dette  i  (50),  faar  man  til  Bestemmelse  af  Koefficienterne: 


idet  man,  som  man  straks  ser,  har  y^o  =  ^„j,.     ■*    ^  '^ 


yF—  a2 

Det  fremgaar  heraf,  at  Parametrene  m^,  m.^,  n^  og  «,  i^^^c  lader  sig  bestemme, 
men  maa  vælges  paa  passende  Maade.  Man  kan  benytte  sig  heraf  til  at  bringe  5  af 
Koefficienterne  k  til  at  forsvinde  eller  til  paa  anden  Maade  at  omforme  Rækken,  saa 
den  bliver  mere  haandterlig  i  Praxis.  Antallet  af  Kombinationer  er  naturligvis  ube- 
grænset, men  kun  faa  byder  nogen  virkelig  Nytte,  hvorfor  vi  skal  indskrænke  os  til  at 
betragte  to,  der  hyppigt  kan  komme  til  Anvendelse. 

I.     Vi  fører  Exponentialfunktionen  paa  højre  Side  af  (b)  over  paa  venstre  og  sætter: 

^'10  =  ^10  —  f^h  ;    ^'01  =  \v  —  ^^i 

hvorved  de  mærkede  X-er  indgaar  i  Identiteten  som  nye  Halvinvarianter.     Vi   bestemmer 
nu  de  5  Parametre  saaledes,  at  alle  de  mærkede  Halvinvarianter  forsvinder,  hvorved  faas : 

K  =  X20  (I  —  a').    K  =  V'  ('  —  a^). 

medens  a  bliver  selve  Korrelationskoefficienten: 

hl 
a  — 


1^20^02 


saa   at  Udviklingsfunktionen    paa    en    konstant  Faktor    nær   er   vor   oprindelige  Funktion 
cp{x,y).     Det  anbefales  forøvrigt  at  benytte  selve   cp{x,y),    hvad  der  ikke  forandrer  Vær- 
dierne af  Koefficienterne  udover,  at  de  alle  divideres  med  denne  konstante  Faktor. 
F'or  de  første  Koefficienter  faas  nu  Værdierne: 

(93)  I       3«  ~  ^Oo\^o5      ^-21    =  ^OoKl'i      ^12  =  ^00^12  i      ^OH   =  -^00^03 


04 


88 

Flere  Koefificienter  er  det  i  Praxis  som  Regel  overflødigt  at  bestemme,  da  man  saa  at 
sige  aldrig  vil  have  et  saa  stort  lagttagelsesmateriale,  at  selv  disse  første  kan  bestemmes 
med  blot  nogenlunde  taalelig  Sikkerhed ;  men  det  vil  iøvrigt  være  let  af  Identiteten  (b) 
at  finde  flere,  hvis  man  har  Brug  derfor. 

2.     Man  sætter: 

Xao  =  n\  ;    Xoa  =  «^ ;    a  =  o, 

hvorved  Udviklingsfunktionen,  idet  vi  indfører  den  konstante  Faktor  - ■  ,    redu- 

|2jtX^o  i 27tXo2 
ceres  til 

(p(jr)(p(j>'), 

hvor  9  er  den  Gaussiske  FejUovsfunktion : 


I 


1  _  1  (^-Aw)" 

ep  [pc]  =  7=3—  e    ^      ^-^ 

y  271X20 
og 


I 


1  Ctf-v)' 


(p  (jj/)  =   j=^==  e    "^     ^     • 

^  y2^Xo2 

Denne  Methode  byder  den  betydelige  Fordel,  at  man  kan  benytte  sig  af  de  Tavler, 
der  existerer  for  Funktionen  ep  [x)  og  dennes  Differentialkvotienter,  idet  ogsaa  de  partielle 
Afledede  af  9(^,1')  i  dette  Tilfælde  fremtræder  som  Produkter  af  Differentialkvotienter  af 
de  Gaussiske  Funktioner  (^[x]  og  cp(j).  Man  vil  derfor  saa  at  sige  altid  ty  til  denne 
Methode,  hvor  det  drejer  sig  om  numeriske  Regninger,  medmindre  man  da  kan  nøjes 
med  eet  eneste  Led. 

For  de  første  Koefficienter  faas  nu : 


A'io  —  -^(^  —  k.^Q  —  Æ()3  —  o;    A'xi  —  '^00X11 


I, 
^  '''40  —  -^'OO-^IO")    '^'31   —  '^'00-^31'    '^23  —  "00  (X22  H~   2XjJ;    A'i3   —  ""oQ-^lS  >    ^Oi  —  '^'ooXoi  • 


I  Praxis    benytter   man  i  Stedet  for  Koordinaterne  x  og  y    de   nye  Koordinater    (kaldet 
»Normalkoordinater«) 

_  ^j-^10  _  y  —  \i 

hvorved   de  i  Koefficienterne   optrædende  Halvinvarianter  ændres  til  absolute  Invarianter, 
idet  \pq  gaar  over  til 

Xp,:rXpL- 

Medens  for  selve  Udviklingsfunktionen  Korrelationskoefiicienten  X^^  :  yXgoXog  var  til- 
strækkelig til  at  beskrive  Korrelationen,  ser  man  straks,  at  dette  ikke  er  Tilfældet  for 
den  almindelige  FejUovsfunktion  af  Type  y^y^,  idet  der  her  optræder  de  højere  Korre- 
lationskoefficienter 

(95)  ^p,=Ap,  :yxY;xi;, 
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hvor  ingen  af  Indices  p  eller  q^  er  lig  med  Nul,  og  det  er  her  en  Betingelse  for,  at  der 
ikke  er  Korrelation,  at  alle  Koefficienter  forsvinder.  P'or  Kausalitet  ses  det  let  at  være 
en  Betingelse,  at  alle  r,,,  er  numerisk  ligestore,  naar  de  har  samme  p  -\-  q,  og  de  maa 
desuden  være  lig  med  r^+q.o  =  ^o,p+</.  Fortegnet  er  ved  »direkte  Kausalitet«  altid  -f, 
ved  »omvendt  Kausalitet«  ( — 'i)'. 

Man  kunde  naturligvis  ved  at  underkaste  de  to  Variable  ;i^  og  jy  en  vilkaarlig  lineær 

Ændring : 

x^  —  UqX  +  a^y  +  ^2 

disponere  over  6  Parametre;  men  hermed  vil  i  Almindelighed  ikke  være  vundet  stort, 
hvorfor  vi  kan  se  bort  fra  denne  iøvrigt  saare  simple  Transformation. 

§  26.     Rækker  af  Type  BB.     For    disse  Rækkers  Vedkommende    viser    (60),    at 
vi  maa  finde  Værdien  af  Dobbeltintegralet 

L«-r  ffl''{)'(.i'  —  m,y  —  n)dxdy\ 

J    —00    J    —x. 

der  ved  §   19  straks  ses  at  være  lig  med 

^mtt+/.M  e'^''^^'"J^{x,y)dxdy  —  e'^'^-^^^'J^     (se  (67)). 

J    —00      J      -   (XI 

Indføres    dette    i    (50),    faar   man   til  Bestemmelse    af  Koefficienterne  t:„,,„  Identiteten 
(idet  CO  og  T  erstattes  med  a  og  |3): 

1  (Aioa+Aoifi)+  .j^  (^ao«••'+'•^Au«^'+A.B^^•-)+  3  ,  (A:^„u■•'-l-.•!A2,u2^i+3A^2U^i=i+Vf«■^)-l- 


7n= — Jt,     «=;- 


Husker   man   nu   Værdien   af  y^    og   af  {>- Funktionens   Halvinvarianter,    transformeres 
denne  Identitet  til  den  følgende: 


3! 


^  ((Aio--''i-<'i)«+(Am--'^-e'2)|^)  +  ^^  ((Aa.-Ai-pi)«'>+2(Xii-p2)aP+ (Xna-Xa-pi)?«) 

,-,   ((Xan— Jti-  "ila'^+^iXa— 02)"'¥+3(^i-i  "  <^i)o-P+  (Ara-"'«*— t^-Jt^-'') 

I,  ((Aw-Ai-pila^-f  4(X,,  -pa)a;^^  +  6(Xif,-pi)a2F!2-|-4(Ai3-p2)a|.^:'-l-(A,«-A2-p,)|J4)+  •  '  •  ' 

e 


ni=^ — 00    ;j= — o 


I  denne  F'orm   er  Identiteten    ikke   synderlig  praktisk,    idet   det   er  vanskeligt  at  be- 
stemme Koefficienterne,  hvis  Sum  straks  ses  at  være  o,    saa  at  de  maa  være  i  Stand  til 
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at  hæve  hverandre,  hvad  der  antyder,  at  man  bør  indføre  Differenser  af  F'unktionen  ^■{x,y) 
i  Rækken  i  Stedet  for  Led  af  Formen  d-{x  —  7n,y  —  n).  Indføres  nu  centrale  Differenser 
og  disses  Middeltal,  antager  Identiteten  den  følgende  Form  (med  en  lidt  anden  Betydning 
af  Koefficienterne  c,u,  n  end  i  ovenstaaende  Identitet) : 


(96) 


3 


-  ((A3,,— Xj— Oi)a-''+3  (\.ji—a.j)a^fi+3  (Aij— Oi)a{Ja+  (Ana— ^a-  02)1^3) 
{,  {{hn  -  \ -Pi)a*+  4  (X.,i~P2)a-''|3  +  e {A23- p,)a2t5ii+  4  (Ai.,-p.,)a|3:'4-  {\h -Aj-Pijff*)  + 

T         /  /  "  "  \    /  "  "  P  f^  P  i-^ 


Pv2\ 

P  ,    Pn   /         P  ,    P, 


+2,(^.0-  ^"  ^-/'  '^)  +2^,,.i(r  "+^"'^)(r  ^-,"'^?).i  (r  ^+/'^)(r  '^-/ 

+  3^i.-i(^     =^+^     V(e     ''-e     •')[e     ^ -e     '^)  ^c,,-^[e     ^-^e^^)[e     ^-e^^)) 

+4qri(^     '+^     ^JU     '-^     ^^j-ét     ^+/=')(^     =^-/^^j 

Sættes    henholdsvis   a   og   j3   lig  med  Nul,    antager  (96)  Formen  (19),    hvorved  (20  a) 
giver  de  følgende  Værdier  af  Koefficienterne: 

^10  =  ^00(^10— ^i  —  C^i);    ^01=^00(^01  — >^a  — ^2) 

^20=^^00  ((^10  —  Xi  —  ^if^K)  —-  ^1  — Pi) ;    ^03  =  ^00  ((^01  — J^a  —  C5,.)"^  +  Xo,.  —  X3  —  pj 

^;jo  =  ^ooi(^io  — '^i  — c;i)'^+3(Xio  — 5^1  — C)i)(X^o  — Xi  — p,)— (Xio  — Xj  — OiJ+X.^o-'^i  — cf,) 

^o3  =  ^oo((Xoi  — '<.'  — c?y)'H3fXoi  -  X..  — cJ..)(Xo:j  -X,  — Pi)-(Xoi  —  X,  — a,)  +  Xo3-x,-02) 

^40  =  ^00  ((X,o  -  Xi  —  oJH  o  (Xio  —  Xi  —  aJ2(X,„  —  Xi  —  Pi)  —  (X,o — X,  —  ai)2 

+  4(X,o  — Xi  — Ci)(X3o  — Xi— Oi)  +  3(X,o  — Xi-pja+X,^— Xj— P1+X40— Xi— Cl)) 

^01  =  ^00  ((>^oi  —  X,  —  c5,)i+6(Xoi  —  X.  -  52)2(Xo,  — X,  —  pi)  —  (Xoi  —  X,  —  O,)-^ 

+  4  (X,)i  —X,  —  5,)  (Xo3  —  x^  —  O^)  -f  3  (X02 — Xa  —  Pi )-  +  Xoa  -X3— pi  +  Xo4— X3— pj  . 

For   at    bestemme    de    øvrige  Koefficienter   differentierer    vi  (96)  gentagne  Gange  m. 
H.  t.  a  og  p  og  sætter  derefter  a  =  j3  =  o,  hvorved  faas,  idet  vi  for  Kortheds  Skyld  betegner 


(97) 
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Differenserne    mellem  Halvinvarianterne    og    Parametrene    ved    mærkede    Betegnelser    for 
Halvinvarianterne : 

^l  l  —  ^00  (^'l  1  +  ^'lo^'oi ) 

^2=^00  (^'l2  +  2X'oiX'ii+X'io^'o2  4~^'oi^'lo) 

(98)  I  qi+r,i  =  ^oo  (X';n4-3^^2iVio4-X',oX'oi  +  3VuX'^  +  3X  uX',0  f  3>V,oX^o^'oi +^'^.X'oJ 

^ll+^13+'^00  (X'l3  +  3X'l2X'oi+X'o3X'lO  +  3X'llX'oi  +3X'lA'o2  +  3X'o2X'loX'oi +^'10^'?  „) 
^22  =^^00  (X'22  +  2X'j  j  -\-2\\q\\.j  +  2X'oiX\.i  +  4X'loX'oiX'll  +X'2oX'o2  +^'1  oX'o2 
+  X'oiX'20+X'?oX'oi)- 

Man  ser  straks,  at  det  heller  ikke  her  er  muligt  at  bestemme  Udviklingsfunktionens  8 
Parametre,  der  følgelig  maa  vælges  vilkaarligt.  Underkaster  man  de  Variable  x  og  j  en  hel 
lineær  Transformation,  faas  derved  endnu  6  Parametre,  over  hvilke  man  kan  disponere, 
saa  at  man  ialt  kan  faa  14  af  Koefficienterne  Cm.n  til  at  forsvinde,  hvad  der  ganske  svarer 
til  Forholdene  for  en  Kurve  af  Type  B,  hvor  vi  ogsaa  kunde  bortskaffe  Differenser  af 
de  første  4  Ordener.  Da  vi  her  har  14  Parametre  at  disponere  over,  kan  vi  theoretisk 
tænke  os  en  Mængde  forskellige  Maader;  disses  Antal  indskrænkes  dog  betydeligt  der- 
ved, at  Theorien  først  og  fremmest  skal  kunne  anvendes  til  at  fremstille  en  given  Frequens- 
flade,  saa  at  den  maa  være  praktisk  haandterlig,  hvad  der  kun  er  muligt,  naar  ^{x,y) 
spaltes  i  et  Produkt  af  to  simple  0^-Funktioner  hver  kun  af  een  eneste  Variabel: 
*  C-*^.  >')  =  ^  W  •  ^  ( j) ,  idet  ^{x,}')  som  Funktion  af  10  Variable  er  absolut  uanvendelig  i 
al  Praxis.  Vi  maa  altsaa  nødvendigvis  i  Udviklingsfunktionen  sætte  p^  =  p^  =  o^  =  c^  =  o 
og  saa  benytte  de  øvrige  Parametre  paa  bedste  Maade,  hvorved  vi  maa  erindre,  at  vi 
nu  kun  kan  anvende  lineære  Transformationer  af  Formen 

aaledes  at  vi  ialt  kun  kan  disponere  over  8  Parametre  og  altsaa  heller  ikke  faa  flere 
Koefficienter  til  at  forsvinde.  Benyttes  Formlerne  (51),  faas  let  Betingelserne  for,  at 
Koefficienterne  til  Differen.serne  af  de  4  laveste  Ordener  forsvinder  paa  nær  c^^ ,  c^^ ,  c^^, 
^311  <^22  og  ^13,  idet  det  straks  af  (98)  ses,  at  disse  ikke  kan  bringes  til  at  forsvinde,  naar 
vi  har  disponeret  over  pj,  pg,  C5^,  cJg  paa  den  nævnte  Maade;  Betingelserne  bliver: 


^l\()  — <^l  — ^1 

=  0; 

a.,  Xoi  —  bi 

—  x^ 

=  0 

a\\.^^~\  =  0; 

^IKi  —  ^2 

=  0 

«i\^o  — >«i  =  0; 

«.2Xo3— >^2 

=  0 

a'[Ko  —  \  =  0; 

K\n—h 

==0, 

Systemer,  der  er  identiske  med  de  for  Kurver  gældende  (25),    hvorfor  vi  i  et  og  alt  kan 
henvise  til  §  4,  hvor  de  forskellige  Tilfælde  er  indgaaende  betragtet. 

Som  et  specielt  Tilfælde  af  Interesse   kan   vi   antage,    at  F{x,y)  =  d-{x,jy),    saa  at  vi 
udvikler  den  almindelige  S>-Funktion  med  8  vilkaarlige  Parametre  efter  den  specielle  med 
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Pj  :=.  p^  =  Oj  =  cJg  =  o.     Af  (97)   og  (98)    faas   straks   de    følgende  Koefficienter:    {cqq  sat 
lig  med  i): 


.     (99) 


^•20  =  ^l  +  Pi\    ^u  =  P:j  +  Ol O2 ;    ^0 


Pi 


^30  =  C5^   +  3C?lPi;     ^:il  =  CJg  +  20ip.  -H  4^5;  O.'  +  Cf^Pl 

^13  =  cfi  +  2C52p.  +  4^5^ Ol  +  OiPi;    ^08  =  o^  +  3O2P1 


^40 


al  +  6c5^pi  +  30?  +  3pr 


%  =  30'  +  o^  +  3P2<^1  +  3P1P2  +  30iC!,P2  +  0^0,  —  O1G2 

^22  =  Pi  +  2{pl  +  c*  +  C5^)  +  40iC,p2  +  pt  +  c'^o^  +  pi  K  +  cJ^) 

^13  =  30^  +  o:  +  3P2CJ"  +  3Pip2  +  30iCJ,po  +  cj^Oi  —  C1C2 

^04  =  o*  +  6(5^Pi  +  3o: +  3p!. 

§27.     Rækker  af  Type  -<4^.     For  disse  Rækkers  Vedkommende  maa,  vi  i  Følge 
Formel  (63)  finde  Værdien  af  Integralet : 


-|-  oc      •+  « 


u 


^ax+^^y      Yv     —  '-^'dxdy. 
by"  -^ 


For  at  finde  Værdien  af  dette  Integral  differentierer  vi  Funktionen  tj)  m.  H.  t.  y,  p^ 
og  Og ,  hvorved  straks  faas  Ligningen : 

<)i|)  {x,  y)       5i|)  (;tr,  jj/)  _        b\b  [x  —  i ,  y) 
åpg  AcJ.2  (ij 

eller  ved  Indførelse  af  den  nye  Variable  /=  -Kp«  -[-  c5^,) 


bt 


hvorved  atter  faas; 


eller 


()t|)  {x  —  I ,  y) 
by 


b"  Mx^y)  ^  /_  j  x„  ^  {x  —  ^,  y) 
bt"  ^        '  by" 

5"  i{)  (a;  —  m,  y)  _  ,  6"  t})  (;i?  —  w  +  «,  y) 


by"  V      -/  5^, 

Indsættes  dette  i  Integralet  (a),  faas  for  dette  Værdien 

(— irJaP"^"'". 
hvor  ^2  ^^  ^^ri  ved  (70)  givne  Værdi  af  Integralet 

e^^+^y'^[x,y)dxdy. 


»/    —  00   *'    CC 
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Indføres  nu  ogsaa  her  som  ved  Type  BB  centrale  Differenser  og  disses  Middeltal 
m.  H.  t.  X  i  Stedet  for  Udtryk  af  Formen  D'\j{x  —  ni,y\  og  indføres  ovenstaaende  Værdi 
af  Integralet  (a)  i  Identiteten  (50),  idet  vi  tager  Hensyn  til  (71),  antager  den  til  Be- 
stemmelse af  den  nye  Rækkes  Koefficienter  <:'„,,„  nødvendige  Identitet  F'ormen: 

\,  ((Aio-Xi-Oija+iXoi-Xa-Oa)?)  +  ^,  ((Aao--V-Pi)a8+2{Au-p2)ap+(Ao2-A2-Pi)P) 
^  ((A30-'<i-ai)«'+3(>M-<'2)  ct2|3+3  (Ai2-(Ji)apa+Ao3?^) 

•e 

(aci2  ctctctcc  \ 

a  a  a  a  \ 


4! 


Sættes  her  henholdsvis  a  =  o  og  |3  =  o,  ses  straks,  at  Koefficienterne  c'no  er  identiske 
med  Cno  i  (97),  medens  c'on  er  identiske  med  k„,i  i  (93)  (ved  passende  Valg  af  Parametrene), 
hvis  vi  sætter  kQQ  =  Cqq  =  c'qq.  For  de  øvrige  Koefficienter  faar  man  ved  at  differentiere 
gentagne  Gange  m.  H.  t.  a  og  |3  og  derefter  sætte  a  =  j3  =  o,  de  følgende  Udtryk,  der 
er  analoge  med  Udtrykkene  i  (98): 

^11  — '^00(^11+^^  10 '^01) 

^'21  —  ^'00  (^'21  +  2X'j  o  X'i  1  -f  X'„,  X'^o + ^'?  „  ^'01 ) 

^'i2=^'oo('^'i2  + 2X'oi  X'u +X'ioX'o2+X';-^j  X'io) 

<^'ii  +^'31  =^'oo(^'8i  +  SX'ai  X'10  +  ^'21  ^'01  +  3^'iA'lo  +  3^^'ii  ^'20+  3^'ii^'io^'oi  +^'f  »^'01 ) 
^'ii  +  ^'i3  — ^'oo(^'i3  +  3^'i2^'oi4-X'i2X'io  +  3X'nX'^j+3X'iiX'o:j  +  3X'iiX'ioX'oi+X'f,jX'jo) 

^'22  =  ^''00  (^'22  +  2X'^  j  -]-  2X'ioX'i:.  +  2X'oi  X'.ji  -\-  4X^0  X'oi  X'ii  +  X^„X',)2-f  X'j  „X'oj  4-X'^  ,X'.jo 

+v?„x':-j, 

hvor  de  accentuerede  Bogstaver  har  samme  Betydning  som  i  {98). 

Man  ser,  at  det  ligesom  i  de  andre  Tilfælde,  ikke  er  muligt  at  bestemme  Udviklings- 
funktionens Parametre.  Angaaende  Valget  af  disse  er  man  i  Praxis  bundet  ved  de 
samme  Hensyn  som  i  Tilfældet  BB,  saa  at  vi  maa  sætte  p^  =  p^  =  Oj  =  Og  =  o,  hvorved 
^{x,y)  spaltes  i  et  Produkt  af  en  Gaussisk  Fejllovsfunktion  og  en  d-F'unktion:   ^{x)'^{y). 


IQO) 


94 

Indføres    nu    for    x   et    nyt    Nulpunkt    og    en    ny    Enhed,     ved    at    vi    erstatter    x    med 
a^x  —  b^y  og  sættes 


faar  man  følgende  Værdier  for   de   første  Koefficienter,    naar   desuden   a^   og  b^   samt  X^ 
og  x^  bestemmes  ved  Ligningerne: 

^1^10  =  <^i  +  >^l 
^'■2-2   =   ^'ooK^-2-2  +   2^?^X^j    -f   2  (ÆiX,o  —  /^)ÆiXi2) 

^():j  ^^  ^  ()oXo3  )    ^04  ^^  ^ooXoi- 


(loi; 


Naturligvis  kan  man  fjerne  andre  Koefficienter  end  de  her  nævnte;  dog  ser  man 
straks,  at  det  ikke  vil  være  muligt  at  fjerne  c\i  og  c\.j.  Formlerne  (loo)  og  (lOi)  giver 
i  Reglen  alt,  hvad  man  behøver  i  hvert  enkelt  Tilfælde. 

Sluttelig  skal  vi  bemærke,  at  det  for  den  praktiske  Anvendelses  Skyld  vil  være 
heldigt  at  skrive  Rækkerne  paa  den  følgende  Form  (for  Type  AA): 


I02 


9{y)  i^o()T(-^)  —  ,\  ho¥{'^')  +  2 1  ^':i<'^"(-^) 


3-  4- 


+ 


■I 
I 


-  3,9"'b')| 


Og  analogt  for  de  andre  Typer;    naturligvis  gælder  dette  kun   for  de  Tilfælde,    hvor  Ud- 
viklingsfunktionerne er  Produkter  af  to  simple  F'ejUovsfunktioner,  hver  af  een  Variabel. 


VIL 

SNIT  I  DE  VED  RÆKKERNE  DEFINEREDE  FLADER. 
ALMINDELIGE  REGRESSIONSKURVER. 


§28.  Flader  afType  AA.  For  at  finde  Halvinvarianterne  i  et  Snit  parallelt  med 
yz-Y'\a.nen  kan  man  omskrive  Definitionsidentiteten  for  Fladens  Halvinvarianter  paa 
Formen: 

^  .  -. 

1+  CO     ^  --f  00 


(«03) 

hvor/(^,j)  er  Fejllovsfunktionen  og 


J     —ro  •/—   00  •'—00 


(104)  X(^,T)=      /(^,j>'y"Vj>'. 

t/  — 00 

Betragtes   nu   x  som    en    variabel    Parameter  og  y  som  den  egentlige  Variable,  faas 
Halvinvarianterne  i  det  derved  definerede  med  72-Planen  parallele  Snit  i  Fladen  s  ir;/(jr,j) 
Halvinvarianterne  Av(^),  der  er  Funktioner  af  x,  bestemmes  da  ved  Identiteten: 

(105)  X{X,T)=^6' 

hvor  \(x)  betegner  den  naturlige  Logarithme  til  Snittets  Areal,  ligesom  A^o  i  (103)  beteg- 
ner log^Qo,  altsaa  for  relative  Hyppigheder  X^o  =  0. 

Nu  kan   som  bekendt  gennem  Undersøgelse  af  Bruns  ^),    Thiele-),    Charlier^)  og  en 
Del  andre  Forfattere  f[x,y)    udvikles    i  Række,    der  gaar    frem  efter  Differentialkvotien- 

1  /.r— m\2 

ter  af  den  Gaussiske  Fejllovsfunktion  ^[x)^^e  2\  n  j  ^  hvor  m  og  «  er  vilkaarligt 
valgte  Konstanter;  Rækkens  Koefficienter  bliver  da  Funktioner  af  jy.  Af  (104)  frem- 
gaar  det  nu,  at  ogsaa  X[x,x)  kan  udvikles  i  en  saadan  Række,  hvis  Koefficienter  da  er 
Funktioner  af  t,  saa  at  vi  kan  skrive : 

')  Bruns  1.  c. 
*i  Thiele  1.  c 
*)   Charlier  1.  c. 
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{ io6)  X  {X,  T)  .-=  k,  (T)  9  (^)  -  ^y  ^,  (T)  cp'(:^)  +  1  >^,  (T)  cp"(;i;)  -  ~-  k,  (T)  cp"'(^)  +  •  ■  . 


der,  indsat  i  (103)  efter  nogle  simple  Regninger  analoge  med  Regningerne  i  §  25,  let  giver 
os  Identiteten 

e 

=  ^o(t)  +  j^,  /^i(t)  æ  +  ^',  /^2(t)  w'  +  ^  h{-^)  to3  +  .  .  .  . , 

hvoraf  Koefficienterne    ky{x)    kan    findes,  ved  at  man  udvikler  venstre  Side  efter  Potenser 
af  CO.     Man  faar  saaledes  for  de  første  Koefficienter  Værdierne : 

k,{x)  =  k,{x)  [k,  -    m  +   ,',    \,T  -f   ^',    X,,T-^   +   ^-     A,3T^^  +   ^',    X,,T'   +••••} 

^2(t)  =  /^o(t)  { (Xio  —  w)-  +  Ko  —  n''  +  j  ,  (2X11  (Xjo  —  m)  +  XjJt 
+  J,  (2X,i  (Xio  - /«)  +  2X^  +X.,,)t2 
+  ^',  (2X3,  (Xio  —  m)  +  6XiiX,i  +  X3,)t=' 
-f  ^',  (2Xu  (Xio  -  in)  +  8X,iX;u  +  6X;,  +  X,,)t^  +••••} 

/^3(t)  =  /'o(t)  i  X30  +  3  (Xio  —  in)  (X,o  —  «')  +  (Xjo  —  inf 

+  jT  (^31  +  3X,i  (Xio  —  in)  +  3Xa  (X^o  —  nif  +  3X11  (X^o  -  n^))  t 

+  2 !  (^32  +  3  (X,2  +  2X^ , )  (X,o  -  ni)  +  3X,i  (Xio  —  mf  +  6X, iX^^  +  3X^1  {K~n^))x^ 

+   ',  (X33  +  3  (X32  +  6X,iX,i)  (Xio  -  /«)  +  3X:n  (X,o  -  //^)^  +  6X^  +  ^X.iX,,  +9XL 


I 
4 


+  . ,  (XiH  +  (3X4;  +  i6X;nX,i  +  i8X^J(X,o  -  m)  +  3X^1  (X,,,  —  111)"-  +  i2X,iX.,i 


+  3X41  (X,o  —  «')  +  i2X'^,X,i  +  12X11X32  \  i8X,iX,,3)  t'  +     ■■\ 

Indsættes  dette  i  (106),  faas  en  Række  for  X{x,x)  efter  Potenser  af  t,  hvori  Koeffici- 
enterne nu  er  Funktioner  af  x: 

X{x,  X)  ^  k,[x)  \K,  [x)  +  \^  K,[x)x  4- 1,  K.Åx)x^-  -]-••••], 
hvor  de  første  Koefficienter  K  har  følgende  Værdier: 
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K,{x)  =  cpW-  V,  (\o- ^«)9'(-v)  +  J,  [{\o-^»y  +  A,„  -  n^W"{.x[ 


i! 


2! 


-  jj  [X30  +  3  (Xto  -  '«)  (^.0  -  '^')  +  (^10  -  f^^Y]  9'"  (-^1  +  •  •  •  • 
^1 W  =  —  7|  hi^'  (^)  +  2 !  f^^^>  ^^"^  ~  '"^^  "^  ^^^^  ^"^"^'^ 

-  -7  [K  +  3>^2i  (>'io  —  »^)  +  3X11  (>^io  —  '«)'  +  3^11  (>^3o  -  «')]  V'^-^-')  +  •  ■  •  • 

^.(^^-)  =  -  Y,  ^1-39' W  +  27  [2^^''  (^'0  -  ''^)  +  ^K .  +  X..]  9" W 

-  3T  [\s2  +  3(^22+2X:  J(X,o-''^)+3X,i{X,o-^^^)^+6XnX,,  +  3A,,(X,o-  «Wtv)  +  • 

K.,{x)  =  —  -y  Xi3cp'(^)  +  ^y  [2X„  (Xio  —  ni)  +  6X,,X,i  +  3X,,]  cp"(.r) 

-^  [X33  +  3  (X.S.  +  6X,,X,,)  (X,o  -  m)  +  3X.I  (X,o  -  mY  +  6X^  +  qX^X,,  +  9X: 
■  +3X,,(X,o-«^)]cp"'(^-)+  .••• 


K,{x)  =  -  A-  X^cp'W  +  ^r  [2X41  (Xio  -  '«)  +  8X„X3i  +  6XL  +  X,,]  cp"{x) 


3! 


[X43  +  (3X,,  +  16X31XU  +  1 8X^  J  (Xio  -  ^«)  4-  3X41  (X,o  -  »iV-  +  «  2Xr  ,X,,  +  1 2X^X3, 
+  i8X„X,,  +  i2X,,X3i  +  3X41  (X,o  -  «-)]  9"'(-^)  H 


Sammenholdes  Rækken  for  X{x,t)  med  Identiteten  (105),  ses  straks,  at  Halvinvarian- 
terne for  Snittet  nu  kan  beregnes  ud  fra  kendte  Formler,  idet  disse  Halvinvarianter  eller 
rettere  Differenserne  Xv(;r)  —  X„v  svarer  til  Momenterne  Arv(ji:).    Saaledes  haves  nu  forT=o 


:'07) 


A,(.)-x^  =  cp{x)  -  y^  (X,o  —  m)<p'{x)  +  ^^  [(X,o  -  w)'^  4-  X,o  -  n^W{x) 

—  -T  [X30  +  3  (Xio  —  ^n)  (X,o  -  «-)  +  (Xio  —  m)-^]  (p"'{x)  +••.•[=  Kq{x) 


Endvidere  haves: 


{107  a) 


Xi  W  —  Xoi 
\.,  [x]  ~  \o-j 


^K,{x) 

K,{x)    . 
^  K,{x)K,{x)-K1{x) 


Vi   kan  nu    benytte   os   af,   at  m  og  n  kan  vælges  vilkaarligt  til  at  simplificere  vore 
Formler;  sættes  nemlig  m  —  X^q,  ?z^  =  X^o,  faas  straks  de  simplere  Udtryk: 


;io8) 
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Kq  {x)  =  ep  (^)  —  —  X30CP'"  (^)  +  •  •  •  • 

^sW  =  -~,  Xi,cp'(^')  +  ^',  (X..  +  2X:jcp"W-  ,',  (Xs.  +  6X,,X,,)9"'W  +  •  •  •  • 

1.2.  j  . 

K,{x)  =  -  ~  X,,cp'{x)  +  ^',  (X,,  +  8XnX,i  +  6Xl,W{x)  -  ~  (X^,  +  I2X^X,,  +  i2X„X,2 
+  18X21X2,+  i2\,,X,,)cp"'{x)  +  ..•• 

Disse  Formler  fremgaar  iøvrigt  af  (102)  i  Forbindelse  med  (94)  ved  en  simpel  Betragtning. 
For  Regressionskurven  faas  da  straks  det  simple  Udtryk: 

Xoi9(-^)  —  TT  ^11  ^'(^)  +  2T  "^-^  ^"^-^^  ""  3T  ^^'^  ^  ^soXoi)t"'(-^)  -1 

( 1 09)     Al  (^)  = ' ' 

.       9W-3t\3o9"'W+---- 

Sættes    cp'^"'^{x)  =  Hn{x)'Cp{x),    er    H„{x)    det    saakaldte    Hermiteske   Polynomium    af 
Graden  n\  indføres  dette  i  (109),  faas  den  anden  Form: 

Xoi  —  :j-y  Xii  //i {x)  +  ^  ,  Xji H^ {x)  —  —  (X31  +  X30X01)  H^[x) -^ 

( 1 09  a)         \{x)  = '- '■ ^ '- 

I  — 17X30^3  WH 

Medtages   her   kun   de  første  Led,    kan  Ligningen  for  Regressionskurven  skrives  paa 
den  elegante  Form: 

(109  b)  .  \  [x)  =  Xoi  —  j  y  X11//1  [x]  +  -y  \^H^  [x)  —  --  X31  //a  (^) . 

der  som  Regel  vil  være  tilstrækkelig  nøjagtig  i  Praxis.  Man  sammenligne  dette  Udtryk 
med  Pearsons^)  Formel  for  »cubisk  Regression«,  der  er  uhyre  kompliceret;  dette  kan 
ikke  forbavse,  naar  man  ved,  hvor  lidet  smidig  en  Funktion  det  Hermiteske  Polynomium 
i  Grunden  er;  thi  man  kan  da  ikke  vente,  at  en  Formel,  der  er  simpel  i  Hermiteske 
Polynomier,  skulde  kunne  undgaa  at  blive  kompliceret  som  Potensrække.  Mærkeligt  er 
det  forøvrigt,  at  Pearsoii  kunde  tænke  sig  Muligheden  af  at  faa  et  nogenlunde  brugeligt 
Udtryk  for  Størrelser,  der  hænger  sammen  med  den  Gaussiske  Fejllov,  ved  Hjælp  af 
Potensrækker;  den  nære  Sammenhæng  mellem  den  Gaussiske  Fejllov  og  de  Hermiteske 
Polynomier  gør  det  naturligt  at  benytte  disse  sidste.  Man  maa  selvfølgelig  ved  Benyttelse 
af  Hermiteske  Polynomier  passe  paa  at  benytte  de  rigtige  Enheder. 


')  Pearson :  1.  c.  p.  27. 
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Medtages  i  (109  a  og  b)  kun  de  to  første  Led,  faas  straks  Formlen  for  ret  Regression 

Ho 
eller 

For  den  anden  Regressionskurve  faas  nu  straks  det  analoge  Udtryk: 

I 
3" 


( 1 10)  Xi  iy)  =  Ko-^hi  ^1  {}')  +  ^  K2  ti,  {y)  -  ^  X,,  H^  [y] 


hvor  Stamfunktionen  til  de  Hermiteske  Polynomier  er 

_  1  (jr- W 


^^iy) 


K 


Vil  man  undersøge,  hvorledes  de  øvrige  Halvinvarianter  varierer  med  x  (henh.  j), 
giver  vore  Formler  nu  alt  nødvendigt;  saaledes  faas  for  Middelfejlskvadratet  X2(;r)  Ud- 
trykket : 

Xo29(^)-/,  Xi2cp'(^'^)  +  i(X2.  +  2XiJcp"(^)-  \  (A3.,  +  XsoK>  +  ^KiKi)¥"{^)  +  -  •  • 
(III)  X,(;.)- '-^ 3  • 


9(^)-^X3o9"'W+---- 
og  analogt  for  X2(jy). 

Medtages  atter  her  kun  Led  af  lavest  Orden,  faas  let: 

1  X2  W  =  Xo,  -   '   K,  H,  {X)  +  ^  X,,  H,  (x)  -  ^  \,,  H,  [X) 
(iii  a)  {  I  •  2!  3! 

I  +  X'^  (//,(.v)  -  H\i^x))  -  \,,\,,{H,{x)  -  H,(x)H,{x)), 

der  ved  Benyttelse  af  de  kendte  Relationer 

H,{x)-Ni{x):=--^'- 

H,[x)-H,{x)H,[x)^-  I  -H,{x) 
antager  Formen: 

(mb)      \[x)  =  \,-^}^  -~Å\,-2\,,^H,{x)^-'\,,H,{x)- 

A.JO  1  !    \  A20  /  ^1  3  ! 

der  for  Udviklingsfunktionen 


(p(:r,j)  =  Ce      2(1  — r!!»         Aao  V^aoAoa 

giver  det  kendte  Resultat: 

x,(^)  =  V.--^^  =Xo2(r-r'^). 
-'^20 


13" 


lOO 

Kræves  større  Nøjagtighed,  bør  man  bruge  (109)  og  (109  a)  og  (m).  For  de  højere 
Halvinvarianter  kan  man  uden  anden  Vanskehghed  end  lidt  langvarige  Regninger  let  af 
vore  Formler  finde  de  søgte  Udtryk;  da  disse  bliver  ret  komplicerede  og  i  Reglen  kun 
frembyder  underordnet  Interesse,  tør  vi  vel  forbigaa  dem  her,  saa  meget  mere  som 
Regningerne  i  Praxis  simplest  udføres  ved  Hjælp  af  Systemet  (108). 

§  29.  Flader  af  Type  BB.  Ogsaa  for  disse  Flader  kan  vi  benytte  os  af  Form- 
lerne (103)  til  (105),  men  nu  udvikler  vi  X[x,x)  efter  Differenser  af  Funktionen  ^\,v.[x)  med 
vilkaarligt  valgte  Parametre  X  og  x  ifølge  §  3  Formel  (20  a),  og  faar  saaledes  med  kendte 
symbolske  Betegnelser  for  centrale  Differenser  og  disses  Middeltal: 

1  !  2!  31  4! 

der  indsat  i  (103)  ved  Hjælp  af  (18)  og  (18  a)  giver  os  følgende  Identitet  til  Bestemmelse 
af  Koefficienterne  k{x)'. 

=  K{x)-  ^^h{xy-^\e     ^+.    ^-)\e     --e     ^  j  + -^,  /^,(r)  ^     ^  -  /  ^J 

-r,^3(t)-"U     '-Ve    '^)\e    -~e    ^ j  + -^-,  ^, (r) U     ^-/^    

3  !  2  41 

Sammenholdes  denne  Identitet  med  Identiteten  (19),  ses  straks,  at  (20  a)  giver  de 
følgende  Værdier  for  Koefficienterne  ^(t): 

/&o(t)  =  ^       ^'        ''         '■ 

K  W  =  ^oW{  Xio  -  X  +  ^',  \,X  +  ~  \,,T^  +••■•} 

hi-^)  =  ^oW{(Xio  -  ^  +  7,  ^n^  +  2!  ^1^"^'  +  •  •  •  0^+  ^20  -  X  +  j,  X,,T  +    y^  X,,T^+  .  .  .  .} 
ks{T)  =  h{xy^(A,o  --  X  +  ^-y  XiiT  \-  2^,Xi2t2+.  .  .)3  +  3(x^^_x  +  ijXiiT+-  .  .){X.^^-\^Lx,^^t+ ■  ■) 

-  (Xio  -  '^  +  n  ^'^'^  +  2 !  ^^^"^'^  ■■■■)  +  ^^^°  ~  "^  +  f!  ^^^"^  +  2 !  ^^=^'''+  "  ■  ■  ^} 

—  (X10-X+  j\XiiT+^,X,2T2+  .  .  .  .j2  +  4(X,o-X+^yXiiT+  •  •  •  •)(X30-X  +  Y^X3iT+  •  •) 

+  3  (X,o  -  X  +  -y  X,,T  +  ~  X,,T^  +  .  .  .  .  )2  _  ^x,,  -  X  +  -',  X,,T  +  ^^,  X,,t2  +  ....) 
+  X,o  —  X  +  ^  X,iT  +  ^y  X,,t2  +  •  •  •  •  j  , 
eller,  ordnet  efter  Potenser  af  t  (/^qW  lades  uforandret): 


lOI 


k,{x) 


^0  W  {  Xio  —  >«  +  Js  \iT  +  ^,   \^'-  -\ } 

^o{T){(Xio-xy'  +  ^20-X  +  \,  (2X11  (Xio  -  x)  +  X,i)T  +  2!  (2X,2(Xio  -x)  +  X:,+X23)t2 

+  ~t(2Xi3(A.o  -  X)  +  6Xi,Xi,  +  X,3)T^  +  ^,  (2Xi,(X,o  -  x)  +  8XaX,,  +  X,Jt'  +•■••} 

'^o(t)  {(Xio  —  x)3  +  3(Xio  —  x)  (X,o  —  X)  —  (Xio  -  x)  +  X30  —  x 

+  ^j-  [3X11  (Xio  —  x)2  +  3X,i(Xio  —  x)  +  3X11  (X20  —  X)  +  X.i  —  Xi,]t 

+  -^[2Xi2(Xio  — x)2+4X?XXio-x)+3X22(Xio  — x)+6XiiX,i  +  3Xi,(X,o-X)+X,,  — Xi,]t2 


+  Tf  [3X13  (Xio  —  x)2  +  18X11  Xi3  (Xio  —  x)  -f  3X^  +  3X23  (Xio  —  x)  f  9X1  xXg,  +  9X13X21 


k,{x) 


+  3X13  (X20  —  X)  +  X33  —  X13]  t3 
+  TT  [3X14 (Xio  —  x)-^  +  24X11  Xi3 (Xio  —  x)  +  i2X?,(Xio  —  x)  +  3X34 (Xio  —  x) 

+  30X^X12  +  i2XiiX,3  +  i8Xi2X,2  +  12X13X31  +  3Xu(X2o  — X)  +X31  — Xii]T^+  •  •  •  •} 

^0  (t)  { (Xio  —  x)4  +  6  (Xio  -  x)2  (X,o  -  X)  —  (Xio  -  x)^  +  4  (Xio  -  x)  (X30  ~  x) 

+  3(X,o-X)2-(X,o-X)  +  Xio-X 
+  jT  [4X11  (Xio  —  x)^  +  1 2X11  (Xio  —  X)  (X20  —  X)  +  6X,i(Xio  —  x)2  —  2X11  (Xjo  —  '<) 

1-  4X31  (X]  o  —  x)  +  4X11  (X30  —  x)  +  6  X,i  (X20  —  X)  —  X21  +  X^i]  T 
+  ^[4X13  (Xio -x)3+  i2X^(Xio-x)2+  i2X:,(X2o-X)+  i2Xi2(Xio-x)(X2o-X) 

+  24X11X21  (Xio  —  x)  +  6X22  (Xio  —  x)2  +  6X22  (X20  —  X)  +  4X21  (X30  —  x) 
+  4X32  (Xio  —  x)  —  2X12  (Xio  —  x)  —  2X-^,  +  6X1.  +  8X11X31  —  X22  +  X12]  T« 
+  tV  [4X13  (Xio  —  x)='  +  24Xi,Xi2  (Xio  —  x)2  +  1 2X^  ,(Xio  —  x)  +  6X23  (Xio  —  x)^ 

+  36X11X22  (Xio  —  x)  -f  36X12X21  (Xio  —  x)  +  1 2X13  (Xio  —  x)  (X20  -  X) 
+  36X11X12  (X20  —  X)  +  6X23  (X20  —  X)  +  4X13  (X30  —  x)  +  4X33  (Xio  —  X) 

—  2X13  (Xio  — x)  +  36Xf>2i  +  18X21X22  +  12X12X31  +  12X11X32 

—  6X11X12  —  X23  +  X43]  t3 


+  ~T  [4Xi4(Xio  —  x)=^  +  36X^,(Xio  —  x)^'  -f  48X11X13  (Xio  —  x)*-^  +  i44X!,Xi2 (Xi 


X) 


+  6X21  (Xio  —  x)2  4-  48X11X23  (Xio  —  x)  +  72X12X22  (Xio  —  X)  +  48X13X.21  (Xio  —  x) 
+  1 2X14  (Xio  —  x)  (X20  —  X)  +  36Xi,(X2o  —  X)  +  48X,  ,Xi3  (X20  —  X) 
+  6X21  (X20  —  X)  +  4X14  (X30  —  x)  +  4X31  (Xio  —  x)  -  2X11  (Xio  —  x) 
+  24X^,  +  72X^X22  +  i8X^,  +  24X21X23  +  16X31X1;,  +  24X12X32 

+  16X11X33  -  6X^,  -  8X11X13  -  X21  +  Xii]  T*  +  .  .  •  •} 


I02 
Heraf  faas  for  Koefficienterne  K{x)  de  følgende  Udtryk: 

K,  [x)  =  ^{x)-  -i-  (X,o  -  X)  D  A{^  {X)  +  ~-  ((X,o  -  x)2  +  X,,,  -  X)  A^^  (^) 

—  y,  [(Xio  -  x)='  +  3  (Xio  —  x)  (X^o  —  X)  -  (X,o  -  x)  +  X30  -  xj  DA^^  {x) 

+  Il  K^io  —  x)'^  +  6  (Xio  —  y^y  (X,o  —  X)  —  (Xio  —  -x-y  +  4  (Xio  —  X)  (X30  —  x) 
4! 

+  3(X2o-X)*^-(X,o-X)  +  X,o-X]  A^i>(^)+---' 

^1  (^)  =  -  \ ;  Xi ,  □  Aa.  {x)  +  -^ ,  [2X,i  (Xio  -  X)  +  X,,]  A \^  (:v) 

-  y,  [3Xn  (Xio  -  ^y  +  3X,i(Xio  -  x)  +  sX^  (X,o  -  X)  +  X3,  -  \,]  DA^^^K^) 

+  ],  [4Xu  (Xio  -  ^f  +  1 2Xu  (Xio  -  X)  (X,o  -  X)  +  6X,,  (X^o  -  x)^ 

—  2X11  (Xio  —  x)  +  4X31  (Xio  —  x)  +  4Xn  (X30  —  x)  +  6X21  (X20  —  X) 
-X,i+X,i]A\'^(;^)+.... 


K,{x):^  --^Xi,nA»(;r)  +  ^',  [2X„(Xio  -X)  +  X^  +  K^l^'H^) 

—  ^  I  [2X1,  (Xio  —  x)^  +  4X^  (Xio  —  X)  +  3X,,  (Xio  —  X)  +  3X,a  (X^o  —  X) 

+  6X11  x„  +  X3,  —  Xi,]  nA3a.(;i;) 

+  ,  I  [4X1,  (Xio  —  x)3  +  1 2X\ ,  (Xio  —  x)2  +  1 2X; ,  (X20  —  X;)  +  1 2X12 (Xj o  —  X)  (Xao  —  X) 
4' 

+  24X,iX,i (Xio  —  x)  +  6X,,(Xio  -  x)2  +  6X2, (X20  —  X)  +  4X21  (X30  —  x) 

+  4X32(Xio  -  X)  -  2Xi2(Xio  -  X)  -  2X^+6X.^,  +  8Xii  X31  -  X^^+X.^]  A^^(^)  +  •  • 


^>(-^')--  j;Xi3-A{>(^)+  2,[2Xi3(Xio  -x)  + 6X11X12  +  X23]A^^(^) 


,  [3Xx3  (Xio  —  x)2  +  1 8X11 X12  (Xio  -  x)  +  3X23  (Xio  —  x)  f  3X13  (X20  —  X) 


i 

~  3! 

.    +  3X-:,  +  9XnX,2  +  9X12X21  +  X3.,  —  Xi3]nA=^&(;t:) 

+  ,-,  [4X1,, (Xio  —  yif  +  24X11 X12  (Xio  —  xy  +  1 2X? ,  (Xjo  —  x)  +  6X23  (X,o  —  x)2 
4! 

+  36X11X22  (Xio  —  x)  +  36X12X21  (Xio  —  x)  +  1 2X13 (Xio  —  x)(X2o  —  X) 
+  36X11 X12  (X20  —  X)  +  6X23  (X20  —  X)  +  4X13  (X30  —  x)  +  4X33  (Xio  —  X) 
—  2Xi3(Xio  — x)+  36X;,X2i  +  18X31X22  +  12X13X31  +  12X11X33  —  6X11X12 
-X23  +Xi3]A^^(;^)+...- 


I03 


I 


K,{x)  =  -   -  Xu  □A^(;*;)  +  ^,  [2X.,(X,o  ~  x)  +  8X,,Xi3  +  ^■u]^'^{x) 

—  y,  [3^14(^0  -  ^?  -f  24X11  X„  (Xio  —  x)  +  i2X^,(Xio  —  x)  +  3X,4(Xio  —  x) 
+  3>^i4  (^'so  —  ■^)  +  l'^KiKi  +  i2XiiX,;i  +  1 8X12  X^,  +  12X13X^1 

+  7,  [4Xi4(Aio  -  xy^  +  36X:,(Xio  —  xf  +  48XiiXi3(X,o  -  x)^  +  i44X^Xi,(Xio  —  x) 

4-  6X24(Xio  — x)2  +  48XiiX23(Xio  -  x)  +  72X1^X02  (Xjo  —  x)  +  48Xi3X2i(Xio  —  x) 
+  1 2Xu  (Xio  -  X) (X,o  -  X)  +  36X:,  (X,o  -  X)  +  48X11  Xi3  (X30  -  X) 
f  6X24  (X20  —  X)  +  4X14  (X30  —  x)  +  4X34  (X,o  —  x)  —  2X14  (Xio  —  x) 
+  24X*,  +  72X^,X22  +  i8X^,  +  24X21X23  +  16X34X1,  +  24X12X32 
+  16X14X33  -  6X^  -  8X11X43  -  X24  +  X44]  A^^(^)  +  •  •  •  • 

Af  disse  Værdier  findes  nu  let  Snittets  Halvinvarianter  af  (107  a).  Vi  kan  imidlertid 
nu  her  benytte  os  af,  at  Q-Funktionens  Parametre  X  og  x  kan  vælges  vilkaarligt,  til  at 
simplificere  Udtrykkene ;  ligeledes  kan  vi  for  x  indføre  en  ny  Enhed  og  et  nyt  Nulpunkt, 
hvorved  yderligere  Simplifikation  kan  tænkes  opnaaet : 

I.     Vi  vælger  x  =  X40,  X  =  X2o-     Herved  faas  de  simplere  Udtryk: 

K,{x)  -=  ^x)  -  i,  (X30  -  Xio)  ^A^^x)  +  -'-  (X40  -  ho)^'Hx) 

3!  4- 

A'i  {z)  =  -  ^ j  Xii  u Ad  {X)  +  ^-,  X21  A«d (X)  -  -^  j  (X34  -  X41)  n A\S.  (x) 

+  -Ji  [4X11  (X.0  -  X40)  -  X24  +  X44]  A49"  (x) 

4- 

K,{x)  =  -~Xi20Aft  W  +  -i,  [X^  +  X22]A^3.(;r)  -^  [6X44X21  +  X30  ~  X42]  nA\^(;i') 
+  4,  [4X24  (Xho  -  X40)  -  2X^  +  6X:,  +  8X14X31  -  X22  +  X4,]  \^^{x) 

K,  [x]  =.  -  ^~  Xi3  r; A{>  [x)  +  ^' ,  [6X44X42  +  X23]  A^O-  [x] 


(113) 


[3X^  +  9X41X22  +  9X4.X24  +  X33  -  X43]  UA^H^) 


+  77[4Xi3(X3o  — X,o)  +  36X^^^X21  +  18X24X22  +  12X12X31 


+  12X41X32  —  6X11X12  -  X23  +  X43]  ^'Hx)  ■ 
KM  =  -  ^'-Xi4nA{>(^)  +  A,  [8X41X43  +  \,\  A^^{x) 


3! 


[30X^^X12  4-  12X11X23  +  18X42X22  +  12X43X24  +X34  — X44J  nA3a>(.v) 


+  4 ,  [4X14  (X,o  —  X40)  +  24X^  +  72X^X22  +  i8X^,,  +  24X21X23 

+  16X31X13  +  24X43X32  +  16X44X33  —  6\\^  —  8X41X43 

-X34  +  X^]A*d(A;) 


I04 


Heraf  faas  for  Regressionskurven  Ligningen: 


(114) 


I 
I 


-     ,  XnGA&(.r)  +       X,,  A^^{x)  -    -  (X,,-X„)DA^^^(;t')  +  -^-,  [4X,,  {X,o-\o)+Ki-K\  ^'H^) 


^''^(-^1  -  .  ,  {Ko  -  x,o)nA\s.(;v)  +  ^-,  (X,o  -  x,o)  ^'^{X) 


Hvis    vi    for  Fladens  Ligning    tager    selve   Udviklingsfunktionen    af  Type  BB,    giver 
(68)  os  straks: 

a^  —  P2 ^(^  +  i)      G^  +  p^  d'jx—  I) 


Xi(^)  =  X^  + 


eller  Formel  (83  a),  hvad  der  bekræfter  Rigtigheden  af  Formel  (114). 

For  den  anden  Regressionskurve  faas  et  med  (114)  ganske  analogt  Udtryk 

Til  Beregning    af   de    højere  Halvinvarianter,    hvis  Udtryk    bliver    ret    komplicerede, 

giver  (113)  alt    fornødent,    hvorfor    vi  kan    undlade    her  at  nedskrive    disse  Udtryk,    som 

enhver  let  kan  danne,  naar  det  behøves. 

2.     Vi    indfører    for   x  Udtrykket    ax  —  d  og    bestemmer   a,  å,  X  og  x    saaledes,    at 

Kq{x)  reduceres  til  ^(x)  —  l{- ■•  •)OA-' -{-••■  ■   eller   i   al  Praxis  til  ^(x).     Vi    faar   derved 

af  (25)  Værdierne : 

^'~  Ko'-  Ko 

X  =  X^„  :  X40 
3 

der  indsat  giver  følgende  Værdier  for  Koefficienterne: 

K,{ax-  i^)-~-'^\l     I  \,,DA^{ax  -^)+  3,  (j^^%,  -X,,)oA^Hax-å)  + 

^20  [   I     \        ,\-ja/^„         Av    ,      '     iKo 


(ii4a)^ 


K,{a.v-/;)=.-]/\''  I .x,,u!^^ax-å)+  de^'' x,,x,,i-l'' \,,-X,,h^^ 

;,  (X:,  +X,,)  A^^ [ax  -  ^)+  -A  U  ^^o  X^,  +8  ^^«  X,,X3i 


+ 


X:JO 


+^^U,,-2Xi,-X,,)a^^(^')+... 


der  for  Regressionskurven  giver  Ligningen; 


I05 


(•15), 


hvilken  Formel  for  selve  Udviklingsfunktionen  atter  giver  (83  a),  idet  da  X^q  —  X^o  • 

F'or  de  højere  Halvinvarianter  faas  ret  komplicerede  Udtryk,  som  vi  vel  næppe  be- 
høver at  nedskrive,  da  de  let  dannes  af  de  almindelige  Udtryk  for  Ky{x),  analogt  med 
(114a)  og  (115). 

For  Hader  af  Type  ^i^  bliver  den  ene  Regressionskurve  af  Formen  (114)  eller  (115) 
og  den  anden  af  Formen  (109);  indsættes  i  den  sidste  Formel,  efter  at  x  er  erstattet  med 
j  og  Halvinvarianterne  ændret  tilsvarende,  Værdierne  for  Halvinvarianterne  fra  Formel 
(71),  faas  Udtrykket: 


hvor 


^b1 


Itf— Xa— gg]- 

2(A2+Pi) 


]'27l  {X,  +  Pi) 


Dette  Udtryk  gaar  ved  en  simpel  Regning  straks   over   i   (86),    hvad  det  ogsaa  nød- 
vendigvis maa. 
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VIII. 
DEN  PRAKTISKE  UDFØRELSE  AF  REGNINGERNE. 


§  30.  Da  vi  i  det  foregaaende  har  set,  hvorledes  alle  Koefficienter  og  Parametre 
kan  udtrykkes  ved  Iagttagelsernes  Halvinvarianter,  bliver  det  nu  Opgaven  at  se,  hvorledes 
disse  beregnes  ud  fra  det  givne  lagttagelsesmateriale.  Denne  Opgave  deler  sig  straks  i 
Undersøgelse  af,  hvorledes  Halvinvarianterne  findes  ud  fra  Momenterne,  og  hvorledes 
Momenterne  skal  beregnes,  naar  Iagttagelserne  —  hvad  der  hyppigt  vil  være  Tilfældet  — 
er  delt  i  Klasser,  samt  endelig  hvorledes  Regningerne  i  Praxis  bør  anlægges,  for  at  man 
kan  slippe  med  saa  lidt  Regnearbejde  som  muligt  og  have  en  effectiv  Kontrol  paa  sine 
Regninger. 

For  at  løse  den  første  Del  af  Opgaven,  behøver  vi  kun  at  udvikle  venstre  Side  af 
Halvinvarianternes  Definitionsligning  (50)  efter  Potenser  af  co  og  t;  en  Sammenligning  af 
Koefficienterne  paa  begge  Sider  vil  da  straks  give  de  følgende  Relationer: 

%0  =  ^10  ^10  +  ^20  ^00  !    ^11  —  -^01  ^10  +  K  1  3^00  =  ^10  .^01  +  ^1 1  ^00  !    %2  —  ^01  ^01  +  ^02  ^00 

^30   —  ^10^20  +    2X20^10   +  ^^0^00^      ^21    —  ^01^20  +   2X11^10   +   ^21^00 

^12   —  •^10  ^02  +   2X11  ^01   +  ^12  ^00  '■>      %a   —   Kl  ^02   +   2X02  ^01   +  ^08  ^00 

^40  —  ^10  ^30  +   3^20  ^20   +   3^30  ^10  +  ^10  ^00 

%1   =  ^01  %i)  +   3^1  ^20   +   3^21  ^10  +  ^31  ^00 

^22  =  ^10^12  +    2X11  y,i   +  Xi-i  ^10  +  ^20^02   +    ^X^i  ^oi   +  ^22  JoO 
="  ^01  ^21    -f   2X11  Jii   +  ^21^01     f  ^02^20   -\-   -^12^10   +  ^22^00 

^13  =  Xio  7o,  +  sKx  %2  +  3X12  7oi  +  Ks  %0- 

^04   =  \)1  ^03   +   3V2y02   +   3^03^01   +  ^04  ^00 


Heraf  faas  let  de  følgende  Udtryk  for  Momenterne  ved  Halvinvarianterne  alene; 


116) 


I07 


:'i7) 


y  10  =  -^lo-/ 00  >   yoi  ^^  •^01^00 

5^20   =   (^30   +  ^!o)%0«      Jll   =  (^11    +  ^10^01)^00;      ^0:1   =   (^02   +  ^01)^00 

^^0  =  [Ko  +  3^-jo^io  +  ^^,)yoo5  y^i  =  (^-ji  +  2X11X10  +  XoiXoo  +  ^oi^?o)yoo 

y^iJ   =  (^12  +  2X1,  Xoi  +  X,oXo^,  +  ^10^01)^00!    ^08  =  (V^  +  3^12^01   +  ^f,  1)^00 

y.,0  =  (X.o  +  4X.0X10  +  3X:].,  +  6X,oX:„  +  X^J^oo 

^31  =  (\n  +  3^2Aio  +  3^11^20  +  3^1^?,,  +  3^20^10^01  +  ^30^10  +  ^10^01)  y( 

^22   =   (^22   +   2X31X01   +    2X12X10    +  4^11X10X01    +  X30X0.J   +  X20X01    +  Xo-jXi,, 

+  2X'ij  +  X^^X^JJoo 
^13  —  {\n  +  3X10X01  +  3X11X0:5  +  3X11  X^j  +  3X02X10X01  -f  X03X01  +  Xf,jXio)y, 

'^  -  (Xo,  +  4X03X01  +  3XL  +  axo^x^,  +  Xi^jyoo 


"00 


00 


^c 


For  Halvinvarianterne  udtrykt  ved  Momenterne  faas  endelig  Udtrykkene: 


(118) 


Xio  =  -'lO  •  -M)0i  Xoi  =  ^01  =  -/oo 

X20  =^  (-/20-/00  -ylo)  '•  -/oo'    Xii   =  [JnJoo 

X30  —  (-/30-'oo  3y20-9io-/oo  +  2yj„) :  y„„ 

X21   ==  (-/2I-/00  -^20-'01-'00  2^11^10^00   +   2yj„yoi)  •  ./og 

X12  ^  (-'12  -^00  -^02  -/lO  -/oo  2^11  yoi  -/OO  +   ^Jo  1  -^lo)  •  -/ 00 

Xo3  ^=  (-/03-/0  0  3-/02 -/Ol -/oo   +   ^-^(,1)  '•  -/oo 


-/1O-/O1)  •  -/o o  5    X02   —  (-/Oi^OO  -/oi)  •  -'oo 


Ho 


\-'40-'oo  4-'30-'10-' 00  3-/20-/00     I      ^2^20-/ 10 -/OO  ^-'io)--'oo 


X3I   —   (-/Sl^oo  -/30-/01-5^o  3-/20-/liyoo    +  6y20-/l0-'01-/00  3-/21 -/ 10-/ 00 

+  0-/11-/ 10^)0     ^^j,,  yoi) :  y*^ 

X22  ^^  (-/22-/00  2^12^10^00  2y2l-/i0-/oo   +   °-/ll  ^10 -M)! -/oo  +   2y2oyy,yoO 

^   -^-'02 -/ j  o -/oo  -/2O-/02-/00  ^-'11-/ 00  "-/10-/01/  •  -'oo 


Vælger   man   Nulpunktet   i    (Xjo ,  Xqi),    saaledes   at   yio  og  ^01    begge   forsvinder,    vil 
.  ovenstaaende  Formler  antage  den  simplere  Form : 


^10  -  Toi  ^  o 

y  20  ^^  Xgoyooj  y  11  ^^  Xnyoo;  yoa  ^  Xo^yoo 

-/30  ^^  X;joyoo;  y2i  ^^  x^iyoo!  yi2  =  x^yoo;  yo3  ^=  Xøgyoo 

-/ 40  =  3X30  y2o  +  X4oyoo 
-/ 31  —  3X11  y  30  +  Xgiyoo 
yVi  =  2X11  y'ii  +  Xo2y'3o  +  x^gyoo 
--=  2X11  y  11  +  X2oyo2  "i"  Xg^yoo 
y  13  —  3X11  y  03  +  Xigyoo 

y  0-1  ^^  3X02  y  02  ~r  Xoi  yoo 


fii6a) 


og 


14" 


io8 


:i'9) 


J  -iO  =^  -^:JO-/()()i      -'    11    ^  -^ll-ZoO'      -/  ()L>   ^^  -^O-J-ZOO 

-'BO   ^^  •^30-' 00^      -/   IM    =^  ^:Jl-/oo'i      J    VI   ^^  f^\-iJm'i      -/().•!   ^^  -^OB^OO 

y'\o  —  (^10  +  3^2,,)  ^uo''     ^'u  =  (\)i  +  3^u\'o)^oo 

r,,  =  (X,,  +  2X^  +x,oXo,)yoo 

y\%  —  {\'6  +  3^11^02)^00;  ^'oi  =  (^01  +  3^(i2)-%»0' 


hvor   Momenterne   om    Centret    (X^o,   ^01)    betegnes  ved    mærkede    Bogstaver.     (Systemet 

(118)  er  det  overflødigt'  at  skrive  ned,  da  det  straks  fremgaar  af  (119)).  Da  disse 
Formler  i  Praxis  er  meget  simple  at  anvende,    vil   man   altid    søge   at  anvende  Systemet 

(119)  til  alle  praktiske  Regninger,  hvad  der  særdeles  let  kan  opnaas  paa  følgende  Maade, 
der  tilmed  giver  en  yderst  effectiv  Kontrol.  Man  vælger  som  Nulpunkt  for  Iagttagelserne 
et  eller  andet  bekvemt  Punkt  i  Nærheden  af  Centret  (X^o,  \i)  og  bestemmer  Momenterne 
om  dette  ved  Indførelse  af  nogle  nye  Argumenter.  Kaldes  nemlig  de  to  Variable  x  og 
y,  kan  man  erstatte  Tabellen  med  to  Argumenter  x  og  y  af  en  Række  Tabeller  med  kun 
eet  Argument.  Summeres  saaledes  paa  langs  og  tværs  (d.  v.  s.  for  x  henholdsvis  y 
konstant),  faas  Tabeller  med  Argumenter  x  eller  y.  Summeres  paa  skraa  [x -\- y  eller 
X — y  konstant),  faas  Tabeller  med  Argumentet  x -\- y  eller  x — y  alene.  Summeres 
endelig  efter  »Springertræk«,  faas  Tabeller  med  Argumenterne  henholdsvis  2x  ■\- y, 
2x—y\  X -\- 2y  og  X — 2y.  Behandles  nu  disse  Tabeller  som  sædvanligt  for  enkelt 
Argument,  faas  med  let  forstaaelige  Betegnelser: 


(120) 


f  ^0  W  =  :^oo ;  y,  W  =  ^10-,  y.  (^)  -  y.o ;  %,  (^1  =  y.o ;  y,  (-v)  -  y,o 
^0^  =  ^00;  y,(/)  =  yo,;  7,{y)  =  %.\   7,{y)  =  %,\  7A:y)=--7o^ 
%{^  ±  y)  =  %o\  y,  [^  ±  y)  =  ^10  ±  y.,, ;  ^2 (-^  +  y)  -  ^20  ±  27n  +  ^o. 
% [^  ±  y)  =  %,o  ±  3^.1  +  3^1.  ±  ^0. ;  y,  {'^  ±  y)  =  ^.o  ±  4^.,  +  6y,.,  ±  4^,.  -f  ^04 

%{2x  ±  y)  -  y,„;    7,{2x  ±  y)  =  2^,,,  ±  J,, ;  '  J,{2x  +  j)  =  4^.0  ±  4^,1  +  7u, 

7,['-x  ±y)  =  ^%o  ±  i2y,i  +  6y„  ±  7,,;  y,(2.r  ±  j)  =  ley,,,  ±  32:^^,1  +  24^,, 

±    »^13    +  7o, 
7,{X  ±   2T)  =  %,;     y,  {X  ±    2y)  =  y,,   ±   2^01  ;      7,{^±   2V)  =  y.o   ±  4^11  +  4^02 

7Å^'  ±  ^y)  =  7sa  ±  ^j'-n  +   '2^12  ±  8^03;    7A^'  ±  V)  -  y.o.±  ^%i  +  24^22 

+  32y,,  +  16^01, 


der  giver  Midler  til  let  at  bestemme  de  søgte  Momenter  af  to  Variable,  naar  Momenterne 
af  de  forskellige  nyindførte  Hjælpevariable  er  bestemte;  da  der  er  mange  flere  Ligninger 
end  ubekendte,  faas  alle  de  søgte  Momenter  bestemt  paa  flere  Maader,  hvad  der  giver 
en  udmærket  Kontrol.  Har  man  nu  reduceret  Momenterne  af  Hjælpestørrelserne  til 
disses  virkelige  Centrum,  hvad  der  sker  ved  almindelig  kendte  Methoder  (se  f.  Ex.  Thiele: 


I09 

Almindelig  lagttagelseslære  pag.  20),  faas  ogsaa  de  søgte  todimensionale  Momenter 
reduceret  til  Centret  (Ajf,,  XoJ,  saaledes  at  (119)  straks  kan  anvendes.  Imidlertid  kan 
man  ogsaa  undgaa  at  benytte  (119),  idet  man  af  Momenterne  i  de  dannede  endimen- 
sionale Hjælpetabeller  danner  de  tilsvarende  Halvinvarianter.  Betegnes  disse  nemlig  paa 
samme  Maade  som  Momenterne  i  (120),  faas  let: 


(121) 


■Ai(^)  =  Xio;  X., (.^)  =  x.^0 ;  h{^)  =  ho''>  K{^)  =  K) 

Ki^  ±  j)  =  >^io  ±  K ;  Ki-"^  ±  y)  =  >^-io  ±  2X11  +  x«^ 

\'5(^  ±y)  =  K)  ±  ?>\i  i-  3>^i2  ±  >'o.s;  ^i  [^  ±  y)  =  \(^  ±  A\n  +  6X^2  ±  aK^  f  >^oi 

\{?.x  ±y)=^  2X,o  ±  Xoi;    X.,(2^  ± y)  =  Aho  ±  4>^ii  +  K2 > 

X..{2.r  +  y)  =  8X30  ±  '  2X21  +  6X1,  +  Xq.. 

\(2^  ±y)  =  16X^0  ±  32X3,  +  24X,o  ±  8X^0  +  Xoi 

\{x  ±  2j')  =  X,o  ±  2X01;    \[x  ±  2y)  =  X,,o  ±  ^Xii  +  AKi 

\[x  ±  V)  —  K.i)  +  6X.,,  +  12X1,,  +  8X^,3 

\{x  ±  2v)  =  Xjo  +  8X31  +  24X^^,  +  32X1;^  +  16X04, 


hvilket  System  er  simplere  at  anvende  end  {119),  idet  man  næppe  behøver  at  huske 
noget,  saa  at  Regningen  kan  udføres  ganske  automatisk.  Den  fremsatte  Methode  at 
erstatte  Beregningen  af  Momenter  af  to  Variable  ved  Beregningen  af  en  Række  Momenter 
af  kun  een  Variabel  skyldes  muligvis  Thiele,  der  dog  aldrig  har  publiceret  noget  derom ; 
ogsaa  tyder  en  noget  dunkel  Bemærkning  hos  Btirrau  (1.  c.)  paa,  at  denne  sidste  har 
benyttet  denne  eller  en  lignende  Methode;  da  Methoden  imidlertid  ligger  saa  lige  for,  at 
enhver,  der  beskæftiger  sig  med  denne  Art  Problemer,  straks  vil  se  den,  er  det  vel 
rimeligt,  at  flere  har  benyttet  den ;  den  her  givne  Fremstilling  er  i  alt  Fald  ikke  paa 
nogen  Maade  paavirket  af  andre,  da  Methoden  i  sine  Grundtræk  er  blevet  til,  førend  jeg 
kendte  Burraus  Afhandling,  hvor  den  forøvrigt  ikke  findes  fremsat. 

Ved  Beregning  af  Momenterne  for  en  enkel  Variabel,  bør  man  altid,  hvor  der  er 
Tale  om  længere  lagttagelsesrækker,  anvende  den  af  Bruns  (1.  c.  p.  247  ff.)  fremsatte 
Methode  med  »Parsummer«,  idet  denne  er  saa  automatisk  og  desuden  giver  saa  god 
Kontrol,  at  Fejl  næsten  udelukkes. 

§  31.  Da  vi  ved  Løsningen  af  den  første  Del  af  vor  Opgave  har  medtaget  Kontrol- 
forholdsreglerne, staar  nu  kun  tilbage  den  anden  Del,  nemlig  at  finde  de  nøjagtige 
Værdier  for  Momenterne,  naar  Materialet  er  delt  i  Klasser.  I  dette  Tilfælde  faas  nemlig 
i  Stedet  for  Momenterne: 


Jpti  — 


n 


xPy'^^[x,y)dxdy , 


hvor  ^[x,y)  er  Fejllovsfunktionen,  Momenter  af  Formen 


IIO 


}pq 


b 

.V+    „ 


(p  [x,  y)  dxdy , 


hvor  a  og  å  betyder  Størrelsen  af  Intervallet  i  henholdsvis  x  og  y  (Klassespillerum) 
Problemet  bliver  altsaa  at  finde  en  Methode,  der  tillader  at  bestemme  jfpq,  naar  Sp^ 
er  givet. 

Af  Taylors  Formel  for  to  Variable  faas  Relationen: 

f{x  -^  h,y  -{-  k)  —f{x  -\-  h,y  —  k)  —J\x  ~  h,y  -^  k)  ~f{x  —  h,  y  —  k) 
=  4hk/^,,{x,y)  +  lhk{h-'f!,'l{x,y)  +  k\fS.{x,y)) 
+  ^Qhk(ih^f^!,{x,y)  -f  \oh^k^f^.{x,  y)  +  ^k^fSh^^y))  +••••; 

sættes  nu  f{x,y)  —  j  \(^{x,y)  dxdy,  haves  straks 

(p  {x,  y)  dxdy  =/{x  +  k,  y  +/&)  —f{x-]-/i,y  —  k)  — f{x  —  k,y-\-k) — /{x  —  k,y  —  k), 

*/  x—h     J   u  -k 


der    indsat    ovenfor    giver,     idet  fxi,{x,y)  —  ^!?{x,y)\  f'^^l,{x,y)  =■  i^xÅx,  y)\ 
Formlen : 


o.   s.   V. 


x  +  - 


y+  ., 


(^[x.y)dxdx  —  aå(p{x,y)  +       {a'^(pr-^[x,y)  +  '^''^y-C-^,  j)) 

24 


aå 


+  -^^^{3^'^%(^,y)  +  io«^^-^Æ=(;^,  j)'^  +  3^>S-X,r))  +  •  •  •  • 


Heraf  faas  nu  atter: 

X=  +  X     fl  =  + 


Spq=  ^     ^   xi'y''  <^aåcp{x,y)  +  ^^^{d^(pl-^{x,y)  +  å^-(p'i,^{x,  r)) 

Forudsætter  vi  nu,  at  Fejllovsfunktionen  tilligemed  alle  dens  Afledede  forsvinder, 
naar  x  eller  y  vokser  uden  Grænse,  giver  Anvendelse  af  Euler-Maclaurins  Summations- 
formel  to  Gange  os  Relationen : 

S  PH  =  x^f  {9  [x,  y)  -  f  ^ij  (^2  (p_;  (^^  ^^;)  _|_  ^2  (p^,  (;p^  _^,)) 

+  ^t'so  (3«'9.r'U-^.7)  +  ioaH^^^%.{^x,y)  +  3^4(pg,(^,:K))  +  •  •  •  ■)dxdy, 

idet  alle  de  følgende  Led  forsvinder   i    Følge  vor  Forudsætning,    der  ses  at  være  opfyldt 
for  alle  tre  Typer.     Integreres  nu  ledvis,  faas  Identiteten: 


I II 


(122)  I  +37'bo(3'?V(/—  0(/— 2)(/>-3)yp_4,,+  \OaH'\p{p-   \)q{q-  D^p-a.q^a 

hvoraf  let  faas  Korrektionsformlerne  for  Momenter  af  laveste  Orden : 


-/OO  —  '-'OOJ      J\<i   —  -^10  >      -/Ol   ■ —   "-^01  > 

-'20  ^^  '-^ao       Y^  '-^oo  i    -/ 11  ^^  '-*ii  j    /o-j  ^^  "^yyi       T„  ^(so 


■i22a) 


./30  —  "-^SO 


4  12 


j2     tO'     -/03  —  -Jo;i  "~  V     '^'1 


a' 


ja^ 


a' 


-/40  —  ^10         -  'Jao  +  ~    '-^oo'j    -/-u  —  -^31  ~     .   '-'ii'« 
2  24  4 

-/22   —  -^23  12      "^'  12  72 

-/IS   ="  ^^13  .    "^11  »      -/Ol    —  ^01  -    ^02    +     ^.    '-^OO' 

4  2  24 

hvilke  Formler  i  Reglen  vil  være  tilstrækkelige  i  Praxis  (som  oftest  vil  iøvrigt  a  o^  b 
være  lige  store). 

For  helt  at  kunne  drage  P'ordel  af  Formelsystemet  (121)  og  hele  den  dermed 
sammenhængende  Methode,  maa  vi  i  Stedet  for  at  korrigere  5pq  ved  Hjælp  af  (122)  eller 
(122  a)  benytte  Formler  af  Formen  (28)  for  en  enkel  Variabel  og  anvende  dette  paa 
vore  Hjælpetabeller  med  enkelt  Argument.  For  Tabellerne  med  Argumentet  .:*;  eller  y 
ses  straks,  at  (122  a)  og  (28)  er  identiske;  for  Tabellerne  med  Argumentet  x -\- y  eller 
X — y  bliver  det  Argument,  der  skal  benyttes  i  (28)  i  Stedet  for  a,  ^a^^b^,  hvad  man 
umiddelbart  indser,  ligesom  det  ogsaa  let  fremgaar  af  (122  a);  for  Tabellerne  med 
Argumenterne  2x  ±  y  og  x  ±  2y,  skal  man  i  (28)  erstatte  a  med  henholdsvis  ^4a^  +  b^ 
eller  ya^  +  4^^.  hvad  der  baade  fremgaar  af  (122  a)  og  ved  en  simpel  Betragtning. 

Naturligvis  kan  man  ogsaa  i  Stedet  for  at  korrigere  Momenterne  korrigere  selve 
Halvinvarianterne ;  de  hertil  nødvendige  Formler  afledes  saa  simpelt  af  (28),  at  det  næppe 
er  nødvendigt  at  nedskrive  dem  her. 

§  32.  Vi  har  nu  opnaaet  at  erstatte  Udregningen  af  Halvinvarianterne  for  et  Iagttagelses- 
materiale  med  to  Variable  helt  og  holdent  ved  Udregningen  af  Halvinvarianter  for  en 
Række  Tabeller  med  enkelt  Argument,  hvad  der  betyder,  at  alle  Regninger  kan  forløbe 
ganske  automatisk,  hvilket  er  af  den  allerstørste  Betydning  for  Sikkerheden,  og  vi  skal 
nu  ved  et  Exempel  vise,  hvorledes  de  hidtil  nævnte  Regninger  kan  udføres.  Vi  bemærker 
her,  at  vi  ved  en  9-Funktion  kun  vil  forstaa  en  Funktion,  hvis  Halvinvarianter  bestemmes 
ved  (18),  idet  alle  de  hidtil  udledede  Formler  er  baserede  paa  denne  Egenskab.  Vi  kan 
derfor  af  de  i  de  første  Afsnit  betragtede  F'unktioner  bruge  dem,  der  passer  os  bedst. 

Som  Exempel  kan  vi  tage  en  Serie  af  Daveiiports  tidligere  omtalte  Tællinger  af  de 
Mullerske  Kirtler  paa  Forbenene  af  Svinet.  Ved  at  tælle  paa  begge  Sider  fik  han  for 
2000  Svin  den  følgende  Fordeling,  hvor  x  angiver  Antallet  paa  venstre,  y  Antallet  paa 
højre  Forben,  medens  Tallene  i  Tabellen  angiver  Antallet  af  Svin:  . 


112 


X 


lO 


Sa. 


o 
I 

2 

3 
4 
5 
6 

7 
8 

9 

lO 


Sa. 


8 

4 

5 
151 

2 
58 

9 

3 

2 

65 

154 

96 

28 

7 

I 

14 

88 

173 

128 

28 

6 

5 

27 

119 

153 

77 

26 

3 

1 

I 

7 

24 

92 

lOI 

52 

1  I 

9 

8 

16 

58 

48 

16 

7 

I 

8 

20 

18 

•7 

9 

5 

1 

3 

5 

3 

2 

2 

I 

3 

3 

2 

2 

1 

14  241  336  430  429  295  159 


53 


30 


10 


'5 
225 

353 
437 
411 

297 

155 

78 

16 

12 

I 

2000 


Vi  danner  nu  Summerne  paa  »Taarntræk«,  »Løbertræk«  og  »Springertræk«  eller 
ved  Argumenterne  x,  y,  x  +  j/,  2;^+^'^),  hvorved  faas  følgende  Tabeller  (idet  Nulpunktet 
er  valgt  for  baade  x  og  y  ved  4) : 


Freq. : 

y= 

Freq. : 

x-{-y== 
Freq. : 

Freq.: 

X  y= 
Freq. : 

2x-\-y=- 
Freq. : 
2x^y  = 
Freq. : 

2x  y  = 
Freq. : 


+3 

+4 

+5  +6 

78 

16 

12    I 

+3 

+4 

+  5  +6 

53 

30 

10   3 

-4  3  -2  -I  o  4-1  +2 

15  225  353  437  411  297  155 

4  3  -2  I  o  +1  +2 

U  241  336  430  429  295  159 


8  7  -6  -5  -4  3  —2      -I  o     +1     +2 

8  9  155  123  177  192  229    261  206    183    144 

+  3  +4  +5  +6  +7  +8  +9  +10  +11 

121  81  46  30  15  12  4        2  2 

-4  _  3  -__2  —I  O  +1  +2   +3  +4 

4  28  116  444  809  450  III    34  4 


-12 

8 

+  3 
1 12 

6 

6 


II  —10  —9  -8  7  6    —5     -  4      -3        2    —I        o    +1     +2 

5        6  151  60  74  157     iio    116    185     156    148    166    loi     118, 

+4     +5  +6  +7  +8  +9  -fio  +11    +12   +13  +14  +15  +16  +17 

69      70  65  36  26  20      16        9        5        5        2        2        I         I 


-5     -4     -3       -2     -I        o     +1     +2     +3 
21     loi    278    323    326    302    255     176    106 


+  4 
44 


+  5     +6     +7 
34      15        8 


-8     +9 
4        I 


^)    Man  kunde  naturligvis  have  dannet  ogsaa  .v  +  2 v,    men    delte    er  overflødigt,    da    de   6  ovennævnte   Rækker 
er  tilstrækkelige  baade  til  Halvinvarianternes  Beregning  og  til  Kontrol. 


At  disse  6  Rækker  dannes  nu  Momenterne  paa  sædvanlig  Maade,    hvorved  faas  føl- 
gende Resultater: 


(^) 

iy) 

i^  +  y) 

i^-y) 

{2X+J) 

{2x-y) 

^0 

+     2000 

4-  2000 

+    2000 

l-  2000 

-f           2000 

+      2000 

^, 

—    907 

—    921 

—    1828 

+         H 

—           2735 

-        893 

s. 

+  6325 

+  6413 

+  22988 

+    2488 

+         53213 

+     11213 

s. 

—    39«3 

—  3705 

—  33760 

+       128 

—      II377I 

—        449 

s. 

+  50137 

+  53861 

+  658268 

+  1 1596 

+  3379045 

+  180533 

Skønt  vi  ikke  har  Brug  for  Momenterne  Spq,  gør  man  dog  bedst  i  allerede  paa  dette 
Sted  for  Kontrollens  Skyld  at  beregne  dem  af  Systemet  {120),  hvorved  man- let  kan  op- 
dage muligt  tilstedeværende  Fejl,  da  der  er  overtallige  Ligninger.  Efter  at  denne  Kon- 
trol er  udført,  dannes  for  hver  af  de  ovenstaaende  6  Kolonner  Momenter  de  tilsvarende 
Halvinvarianter,  hvorved  faas  følgende  Resultater: 


(^) 

iy) 

i^+y) 

{x~y) 

{2X-^j) 

{2x-y) 

K 

+  35465 

+  3-5395 

+  70860 

+  00070 

-f-      106325 

+  3-5535 

h 

+  29570 

+  2-9945 

+  106585 

+  1-2440 

+      24-2365 

+  5-4070 

h 

+  2-1595 

+  2-3820 

+  131095 

+  00385 

+     45-1020 

+  7-1070 

K 

—  0-9370 

+  0-5624 

— 17-8719 

+  11534 

—  101-4328 

+  8-7461 

Vi  benytter  nu  Systemet  (121)  til  af  disse  Tal  at  finde  Værdierne  af  Halvinvarianterne 
Xpq,  idet  vi  stadig  benytter  de  overtallige  Ligninger  til  Kontrol;  herved  faas  følgende 
Resultater  (Kontrollen  tør  formentlig  forbigaas,  da  den  er  saa  simpel,  at  enhver  kan  ud- 
føre den  efter  et  Blik  paa  (121): 


^'lo  =  +  3-5465       ho  = 

+  2-9570       X30  = 

+  2-1595 

^40    —  

0-9370 

V  =  +  35393       ^u  -- 

+  2-3535      >^2i  = 

+  1-3845 

X3I   =   - 

1-5027 

^02  = 

+  2-9945      K2  = 

+  1-4715 

A22   =  

1-3308 

Ks  — 

+  23820 

K.  =  - 

X04   =    4- 

08755 
0-5624, 

r  de  absolute  Invarianter  rpq  faas  følgende 

Værdier: 

''u  =  +  07909 

^30  =    +  0-4246 

^40   = 

0-1072 

^21    —    -]-  0  2706 

^-31    = 

0  I  708 

r^.,  =  +  0-2858 

;%.,  = 

-0-1503 

''03  --=  +  0  4566 

^3   = 

—  0098  2 
-{-  0  0627 

15 


it4 

Det  fretngaar  heraf,  at  Korrelationskoefificienten  er  ret  betydelig,  og  at  den  aldeles 
ikke  er  tilstrækkelig  til  her  at  beskrive  Korrelationsforholdene,  da  de  øvrige  Korrelations- 
koefficienter —  skønt  mindre  —  dog  ingenlunde  er  ubetydelige. 

Ser  man  overfladisk  paa  de  omstaaende  Invarianter,  vil  man  let  kunne  faa  det  Ind- 
tryk, at  den  ved  de  omtalte  Iagttagelser  bestemte  Frequensflade  ikke  kan  afvige  synder- 
ligt fra  en  »Normalflade«  o :  en  Flade,  i  hvilken  alle  lodrette  Snit  er  Gaussiske  Fejl- 
kurver. Dette  vilde  dog  være  en  ganske  forkert  Slutning,  hvad  der  ses  alene  ved  et 
Blik  paa  Raamaterialet,  der  straks  viser  os,  at  Fladen  maa  være  meget  »stejl«  i  Ret- 
ningen [x — y)  og  meget  »flad«  i  Retningen  {x -\- y\  saa  at  den  maa  frembyde  en  Slags 
»Længderyg«. 

Vil  man  nu  forsøge  at  fremstille  Iagttagelserne  ved  en  Række  af  Type  AA,  vil  man 
af  (94)  faa  følgende  Værdier  for  Koefficienterne  ^^  :^oo=  +07909;  k^Q-.  kQQ  = -^0-4246 ; 
hl :  '^oo  =  +  02706 ;  >^i2 :  '^oo  =  +  02858;  /&03 :  ^00  =  +  0-4566 ;  X-^o  'ho=  —  0-1072 ; 
hl  '-^0  =  —  0-1708 ;  /^22 :  ^00  =  +  ' "1003 ;  ^13 :  /^oo  =  —  0-0982 ;  /'04  ■  ho  =  +  00627; 
kQQ  =  6j2-io,  hvorved  Formel  (102)  giver 

672-10  [9(:y)(cp(A:)  —  0-0708  9'"  (a;)  — 0-0089  9""  (;»;)) 

—  ^<?'iy)(—079099'{^)  +  o-i3539"W  +  o-o2859"'(4 

+  ^?"(:^')(-o•28589'(;^;)  +  o-55029"{4 

-jl<?"'{y)(+  0-45669W  +  oo9829"(.^).  •  • .) 

+  ^9""  (j)(+o-o6279(;^) +  ....)]. 

og  man  kan  nu  efter  denne  Formel  ved  Hjælp  af  Tabellen  over  de  Afledede  af  den 
Gausstske  FejUovsfunktion  regne  hver  (••••)  ud  for  sig,  og  det  er  da  ikke  vanskeligt 
helt  at  regne  tilbage  til  Iagttagelserne,  selv  om  det  i  visse  Tilfælde  kan  være  besværligt. 
Naturligvis  maa  man  altid  være  forberedt  paa,  at  Iagttagelser  af  mere  end  een  Variabel 
vil  give  Anledning  til  besværlige  Regninger.  Man  kunde  nok  tænke  sig,  at  man  i  visse 
Tilfælde  kunde  opnaa  noget  ved  at  fjerne  X^  ved  en  Drejning  af  Koordinatsystemet, 
idet  man  da  kunde  vente,  at  ogsaa  de  højere  Halvinvarianter  derved  vilde  blive  saa  smaa, 
at  man  kunde  se  bort  fra  dem;  dette  vil  vel  ogsaa  i  mange  Tilfælde  holde  Stik,  men 
dog  ingenlunde  altid,  og  man  maa  ikke  tro,  at  en  Drejning  er  et  Universalmiddel,  der 
klarer  alle  Vanskeligheder;  indeholder  Materialet  i  sig  selv  Vanskeligheder,  kan  man  selv- 
følgelig aldrig  komme  ud  over  disse  ved  et  regnerisk  Kunstgreb,  der  kun  vil  flytte  Be- 
sværet et  andet  Sted  hen. 

For  nærværende  Tilfælde  vil  en  Drejning  med  Drejningsvinklen  a  =  — 42"43'-35 
fjerne  X^,  hvorved  Formelsystemet  (5 1  a)  for  de  andre  Halvinvarianter  giver  de  følgende 
Værdier : 
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X\o  =  +  5  0069 
>^'oi  =  4-01942 


X',0  ^  +  0-6283 
V02  =  +  5-3233 


^'■io  =-  +  O  0842 

Kl  =  +  o- 5907 

X'l2  =    +  00279 

X'os  =  +  4-6397 


X'4 


31 


hvoraf  atter  for  de  absolute  Invarianter  faas  følgende  Værdier: 


X'22 

^'13 
■'^  01  — 


=  +  0-2832 
—  _  00078 
=  +  0-5100 
=  —  9-9284 
4-3394 


^30=    +0-1690 
^'21  =    +  0-4075 


^40  =    +  0-7173 

/31  =  00068 

r'22  =   +0-1525 


+  00066 
'-'os  =    +  03778  r'i3  =  —  0-0953 

^'04  =  —0-1531 

hvilke  Tal  klarere  end  de  første  viser  Fladens  »Længderyg«.  Sammenligner  man  de 
transformerede  Korrelationskoefficienter  af  3''-'^  og  4^^^  Orden  med  de  oprindelige,  ser  man 
straks,  at  der  ikke  er  vundet  særligt  meget  ved  Transformationen,  idet  enkelte  Koeffici- 
enter ganske  vist  er  bleven  noget  mindre,  men  til  Gengæld  er  andre  (^21)  vokset  ganske 
betydeligt,  saa  at  der  i  Realiteten  ikke  er  vundet  stort  andet  end,  at  vi  sparer  højst  et 
Par  Led;  men  om  at  fjerne  Korrelationen  helt  og  saaledes  fremstille  Iagttagelserne  ved 
et  Produkt  af  to  Funktioner  hver  af  een  eneste  Variabel  er  der  aldeles  ikke  Tale. 

Skal  man  ikke  regne  tilbage  til  Iagttagelserne,  og  er  Formaalet  med  Behandlingen 
kun  at  faa  hele  Materialet  repræsenteret  ved  nogle  faa  Konstanter,  hvortil  da  Halvinvari- 
anterne sædvanligvis  vil  være  vel  egnede,  synes  det  mig  ganske  hensigtsløst  at  transfor- 
mere Halvinvarianterne  ved  en  Drejning.  Hensigten  hermed  kan  da  næppe  være  nogen 
anden  end  den  at  fjerne  Korrelationen  og  derved  lette  Middelfejlsbestemmelsen,  men  dels 
er  dette  overflødigt,  da  man  meget  vel  uden  denne  Transformation  kan  finde  Halvinvari- 
anternes Middelfejl  (se  næste  Afsnit),  dels  fører  det  kun  sjældent  til  Maalet,  da  en  Fjer- 
nelse af  een  Koefficient  ikke  ret  hyppigt  medfører,  at  ogsaa  de  andre  forsvinder  eller 
bliver  saa  smaa,  at  de  kan  lades  ude  af  Betragtning;  Methoden  vil  med  andre  Ord 
aldrig  kunne  blive  andet  og  ,mere  end  en  Nødhjælp,  der  undertiden  kan  bruges. 

Af  de  transformerede  Invarianter  faas  nu  følgende  Værdier  for  Koefficienterne  i  (102): 

^00=  +0-3778; 
^^00  =  —0-0953; 


ho  :  >^oo  =  +  o- 1690;    /^2i  :  ^00  =  +  0407 5  ;    k^.^ :  k^Q  =  -\-  00066;    /^q 
^M  :  '^oo  =  +  07 « 73 ;    >^3i  '•  '^oo  = 


'^13 


'^04 


00068;    y&22:'^oo  =  +0-1525; 
^^00  = —0-1531;    >^oo  =  1093-64, 
hvorved  (102)  kan  skrives: 

1093-64  (p(jj/i)((ip(^i)  — 00282 ep'" (;);i)  +  o-02ggcp""{XiJj 
—  -^-^'(jVi)  (+  0-20389" (^1)  +  o-ooi  I  ^'"{x^ 


(P) 


+ 


hvor  de  nye  Variable  nu  er 


+  ^  ^"{y^  (—  00066  9'  {x^  +  00763  9"  {x^ 

—  Y\y"'^y^  (+  o-37789(;ri)  +  0-09539' (^1)) 
^9""0'i)(-o-i53i<P(^i))] 


15* 


ii6 

rj  =       o  7346.t'  +  0-6784;)' 
^'^'  1  Ji  =  —  0-6784;ir  +  07346J/ 

For  at  regne  tilbage  til  Iagttagelserne  maa  vi  da  først  for  de  givne  Værdier  af  x  og 

y  finde  [x^ — ^'10)  •  V^'ao  ^S  (jVi — ^'oi)  •  V^'os'  ^^''  ^^^^  bruges  som  Argumenter  i  Tabel- 
lerne over  de  Afledede  af  den  Gaussiske  Fejllovsfurtktion,  hvorefter  vi  for  alle  Værdier 
af  x^  regner  de  enkelte  Paranteser  ud.  Da  ovenstaaende  Formel  ikke  er  væsentlig  simp- 
lere end  (a),  og  da  der  tilmed  er  den  Ulempe,  at  der  ved  (y)  skal  beregnes  nye  Argu- 
mentværdier, hvad  der  er  ret  besværligt,  vil  man  sikkert  staa  sig  ved  at  bruge  den  op- 
rindelige Formel  (a),  for  hvilken  Regningen  let  udføres  som  vist  i  nedenstaaende  Skema: 


x'      ^ —  '" 

1\. 

cp(^') 

i{x') 

9' 

'\x') 

i 

"{%') 

9 

'V(.r') 

—  2  062 

+ 

0-0476 

-f-  0  0982 

+  c 

"543 

4-  0-1229 

— ( 

D-21 10 

—  1-481 

^IV- 

+   >973 

+ 

1590 

— 

1592 

— 

7128 

—  O- 899 

2663 

+  2394 

— 

051 1 

— 

5248 

— 

3185 

—  0318 

3792 

-f   12C6 

— 

3409 

— 

3496 

+ 

91 16 

-f  0-264 

3853 

—  IOI7 

— 

3584 

+ 

2981 

+ 

9966 

+  0-845 

2792 

—   2359 

— 

0798 

+ 

5392 

— 

2162 

+  1-427 

N4' 

—  2056 

+ 

1494 

+ 

1982 

— 

7308 

-f  2  008 

0531 

—  1066 

+ 

1610 

— 

1101 

— 

2622 

-V   2  590 

0139 

—  0360 

-\ 

0796 

— 

1339 

+ 

1080 

+  3I7I 

0027 

—  0086 

+ 

0237 

— 

0587 

+ 

1144 

4-  3753 

,  + 

00003 

—  0001 1 

-|-  00046 

—  00146 

+  ' 

0-0410 

yxo. 

( 

^(Z) 

--^9'(y) 

I  ! 

I 

+ 
2 

,9"(/) 

I 

,9"'(y) 

+ '- 
4! 

y^\y') 

—  2045 

+ 

00493 

—  o- 1 008 

-f  00784 

— 00199 

— ' 

0-0095 

—  1-468 

'358 

—  1994 

+ 

0785 

+ 

0281 

— 

0199 

—  o- 890 

2685 

—  2390 

— 

0279 

+ 

0879 

— 

0126 

—  0-312 

3800 

—  1  186 

— 

1715 

+ 

0574 

+ 

03  84 

-}-  0  266 

3851 

+  1024 

— 

1789 

— 

0500 

+ 

0414 

+  0-844 

2794 

4   2358 

— 

0402 

— 

0899 

— 

0089 

+  1422 

1452 

-f  2065 

+ 

0742 

— 

0336 

— 

0305 

+  2  000 

0540 

+  1080 

+ 

0810 

+ 

0180 

— 

0113 

+  2578 

0144 

+  0371 

+ 

0406 

+ 

0225 

+ 

0044 

+  3-'56 

0028 

+  00S8 

+ 

0123 

+ 

0093 

+ 

0048 

+  3734 

+ 

00004 

+  00015 

+  00024 

+< 

30026 

+ 

00018 

Vi   kan   nu   heraf  let  danne  Værdierne  af  de  enkelte  Paranteser,    der  i  den  følgende 
Tabel  for  Kortheds  Skyld  betegnes  ved  I,  II,  III  o.  s.  v.,   hvorved  faas  følgende  Detail- 
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regning,    hvor  vi   til   Lettelse   for   Læseren   har   medtaget   lidt  flere  Tal  end  strengt  nød- 
vendigt : 


X 

o 
I 
2 
3 

4 
5 
6 

7 
8 

9 

lO 


-0*07089" 
— 00087 
+      113 


+ 


372 
248 
211 
382 
140 
78 

95 
42 
+00010 


+ 
+ 
+ 


—00089  t'^ 
-f  0-0019 


63 
28 
81 
89 
19 
65 
23 
10 
10 
00004 


(I) 

-f  0*0408 
1508 
3063 
3959 
3553 
2329 
1366 
0632 
0224 
0059 

+00009 


—079099'  +01 353  ep"  +0-0285  9>v 
— 00777       +00209       +00035 


—  1560 

—  1893 

—  954 
+  804 
+  1866 
+  1626 
+  843 
+  285 
+  68 


+ 


+ 
+ 
+ 
+ 


215 

69 

461 

485 
108 
202 
218 
108 
32 


+ 
+ 


45 

150 

100 

85 

154 

56 

31 

38 

17 


(H) 
—00533 

—  1390 

—  2112 

—  1515 
0404 
1912 


+ 
+ 

+ 
+ 

+ 


1884 

1030 

355 

83 


+00009   +00006   — 00004    +00011 


X    — 028589' 
— 0028 1 

—  564 

—  684 

—  345 
291 
674 
588 

305 
103 

25 


o 
I 

2 
3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 
10 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


+0-55029" 
+00849 


+ 


+ 
+ 
+ 


875 

281 

1876 

1972 

0439 
822 
886 

438 
130 


+00003  ■  +00025 


(III) 
+00568 
+  031 1 

—  0965 

—  2221 

—  168 1 
0235 
1410 
1 191 

0543 
-f  0155 
+00028 


+ 
+ 
+ 
+ 


+045669    +009829' 
+0-0217       +00096 


+ 
+ 
+ 
+ 
+• 
+ 
+ 
+ 
+ 


608 
1216 
1731 

»759 
1275 

658 
242 

63 
12 


+ 
+ 


+00001 


194 

235 
118 

[OO 

-  232 
202 

-  105 

35 

8 

-0000 1 


(IV) 
+00313 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

+ 


802 
1451 
1849 
1659 

1043 
456 

137 
28 

4 


+00000 


(V) 

+  0 

•0030 

+ 

84 

+ 

167 

+ 

238 

+ 

242 

+ 

•75 

+ 

90 

+ 

33 

+ 

9 

+ 

2 

+00000 


Man  kan  nu  udføre  Resten  af  Regningen  paa  Maskine,  idet  man  lader  Maskinen  selv 
addere  de  enkelte  Produkter.     Resultatet  fremgaar  af  følgende  Tabel: 


ii8 


o 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

o 

T^ 

144 

167 

9-4 

I 

14-6 

35-4 

53-6 

49-3 

23-3 

2 

17-3 

537 

99-5 

1 121 

720 

17-9 

3 

91 

47*3 

1 107 

146-5 

113-2 

450 

1-9 

4 

20-9 

704 

115-3 

iio-o 

67-5 

27-6 

8-5 

2-2 

0-6 

o- 1 

5 

16-9 

46-3 

6Te 

66-9 

477 

24-7 

8-0 

2-6 

05 

6 

5-6 

30-1 

48-8 

453 

26-7 

9-3 

2-8 

05 

7 

87 

24-2 

26-0 

16-3 

5-9 

r8 

0-3 

8 

1-6 

8-2 

97 

6-4 

2-4 

0-7 

o- 1 

9 

02 

2-0 

2-6 

17 

0-6 

o*  I 

lO 

0-3 

03 

0-2 

o-i 

(Paa  de  tomme  Pladser  optræder  flere  Steder  negative  Frequenser). 

Det  fremgaar  heraf,  at  Fremstillingen  ikke  egentlig  kan  kaldes  særlig  god;  dette  turde 
man  imidlertid  heller  neppe  vente;  thi  dertil  er  Materialet  for  lille,  præget  af  Tilfældigheder, 
og  endelig  har  det  meget  udprægede,  ejendommelige  Afvigelser  fra  en  Brav  ais  sk  Flade 
(for  at  bruge  en  kort  Betegnelse  for  Udviklingsfunktionen  af  Type  AA)^  i.  Ex.  Antallet 
151  i  (i,  i);  i  det  hele  taget  er  venstre  Hjørne  for  oven  meget  »stejlt«.  For  hvert 
Ben  for  sig  saa  vi  ogsaa  for  Kurverne,  at  Fremstillingen  blev  mindre  god.  Vi  har  netop 
taget  dette  Exempel,  fordi  det  frembyder  betydelig  Korrelation  og  desuden  de  nævnte 
Ejendommeligheder,  der  gør,  at  Korrelationskoefficienten  bliver  aldeles  utilstrækkelig  til  at 
beskrive  Korrelationen,  For  at  vise  dette  kan  vi  forsøge  at  tage  kun  eet  Led  af  Rækken 
med  og  da  benytte  den  almindelige  Form  for  Udviklingsfunktionen;  Regningen,  der  ikke 
behøver  nogen  nærmere  Forklaring,  giver  følgende  Resultat: 


X 

y  =  0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

0 

166 

202 

lo-o 

2-1 

o- 2 

0-0 

I 

21-1 

52-0 

52-5 

21-8 

37 

03 

2 

IO-8 

543 

111-9 

94-5 

32-7 

4-6 

0-3 

3 

2-3 

23-1 

96-5 

165-5 

ii6-2 

33-5 

4-0 

0-2 

4 

02 

4-0 

337 

117-6 

168-0 

98-5 

23-6 

2-3 

o-i 

5    . 

0-3 

4-8 

339 

98-6 

1 17-4 

57-3 

II-5 

0-9 

6 

0-3 

4-0 

23-4 

56-7- 

56-4 

22-9 

3-8 

0-3 

7 

0-2 

23 

ii-i 

22-4 

186 

6-3 

0-9 

01 

8 

o- 1 

0-9 

3-6 

6-1 

4-2 

1-2 

01 

9 

02 

0-8 

II 

2-5 

02 

10 

01 

02 

01 
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Dette  Resultat  ses  straks  at  være  langt  daarligere  end  det  forrige,  hvad  man  da 
ogsaa  maatte  vente. 

F'or  at  faa  en  Forestilling  om  i  hvor  høj  Grad  Korrelationskoefficienten  alene  kan 
beskrive  det  væsentlige  ved  Iagttagelserne,  kan  vi  for  hver  Værdi  af  x  danne  de  to 
første  Halvinvarianter  kun  ved  Anvendelse  af  Halvinvarianter  af  de  to  laveste  Ordener. 
Vi  faar  da  for  \[x)  Værdierne  i  nedenstaaende  Tabel: 

X  \[A  [iste  Grad]       Observeret  ber.  —  obs. 


o 

07144 

06000 

+  o- 1 144 

I 

1-5103 

1-3600 

+  0-1503 

2 

2-3077 

2-3059 

+  o-ooi8 

3 

3- 1036 

3-1968 

—  00932 

4 

39010 

38881 

+  0-0129 

5 

4-6970 

47845 

—  0-0875 

6 

5-4943 

5-5097 

—  00154 

7 

62903 

6*1410 

+  0-1493 

8 

7-0876 

6- 5000 

+  0-5876 

9 

^  78836 

7-3333 

+  0-5503 

o 

86809 

90000 

-0-3191 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

145 

150 

202 

2-00 

2-06 

0-00, 

Det  fremgaar  heraf,  at  allerede  en  første  Grads  Funktion  giver  det  væsentlige  i  lagt- 
tagelsesrækken ,    saaledes  at  Korrelationskoefficienten   her  beskriver  Fænomenet  ret  godt. 

Anderledes  stiller  det  sig,  hvis  man  betragter  Middelafvigelsens  Kvadrat  Xg^^f),  idet 
vi  da  faar  følgende  observerede  Værdier: 

X—O  1234 

X2(;f)  =  o-5i       0-43      093      0-96       1-19 

medens  Theorien,  naar  kun  Korrelationskoefficienten  benyttes  til  at  beskrive  Korrelationen, 
skulde  give  den  konstante  Værdi  \{x)^=^  ri 2,  hvad  der  tydeligt  viser,  at  Korrelations- 
koefficienten alene  ikke  formaar  at  beskrive  Forholdene. 

En  saadan  Undersøgelse,  der  giver  langt  færre  Regninger  end  en  Anvendelse  af  (102), 
vil  i  de  allerfleste  Tilfælde  give  alt,  hvad  man  beh«)ver;  tilmed  kan  den  give  en  Forestilling 
om  Korrelationens  Natur,  hvad  en  regnerisk  Fremstilling  af  Iagttagelserne  ikke  formaar. 
I  de  fleste  Tilfælde  vil  man  forøvrigt  kun  have  Brug  for  Regressionskurverne  og  — 
naturligvis  —  Middelfejlene  paa  de  derved  bestemte  Middeltal. 

For  at  faa  et  Exempel  med  saa  at  sige  forsvindende  Korrelation  er  der  undersøgt 
Forholdene  ved  de  østrig-ungarske  Selekttavler  1),  af  hvilke  Tabellerne  over  »Observerede« 
og  >Døde«  for  Gruppen:  »Todesfall-Versicherungen.  Manner«.  er  behandlede.  Detail- 
regningerne,    der   er  altfor  omfattende  til,    at  vi    kan    aftrykke    dem    her,    gav    følgende 


')  Absterbeordnungen  aus  Beobachtungen  an  osterreichischen  und  ungarischen  Versicherten,     Wien  1909. 


Værdier  for  Halvinvarianterne  af  de    fire    første  Ordener,    idet   første   Index   refererer    sig 
til  Indtrædelsesalderen,  anden  til  den  siden  Tegningen  forløbne  Tid: 

Observerede : 


\o  =  +  37'957632 

^20  — 

+  71-958768 

Ko  = 

+   292*40205 

^10  =  —     903  203 

Xoi  =  -h  10-206957 

K  = 

-    3-862732 

X21  = 

—      61-35850 

\31   =   —      359-670 

Xq.,     = 

-I- 69-914755 

Xi2   = 

56-70100 

X22  =  —    606-120 

^03   = 

+   523-73415 

Xjg    = 640-920 

Døde: 

V=      +      1597-931 

\o=  +41-96935 

X20  = 

+  82-71889 

Ko  = 

+    160-7648 

>^40  =  —  3043-870 

X(,i  =  -f  1 5  09060 

Xu  = 

—  10-08265 

K  = 

—   126-8240 

X^i  =  —     200-OOO 

X02  = 

+  94-35070 

K2   = 

—   146-0370 

Xi2  ==  —      736  980 

^03  = 

+  430-1050 

Xi-,  =  —  439-080 
Kl  =  —  3898-530 

Heraf  fremgik  for  de  absolute  Invarianter  følgende  Værdier: 


Observerede : 


Døde 


r,i  =  —  0-05446 


0-11413 


r^o  =  +  0-47903 

^21  =  O-IOI98 

^12  =  0-09561 

ro3  -+0-89588 


^30=  +0-16973 


'21 


0-15784 


^12  =  —0-17019 


'03 


+  046932 


r.o  — 


=  —0-17443 
—  —  007047 
=  —  o*  1 2048 
0-12924 


%i  ==+  0-32691 


'40  — 


r..  = 


^n<    = 


—  044485 

—  002174 

—  009443 
005268 

—  0-43795, 


der  viser,  af  der  for  de  Observerede  er  en  ganske  ubetydelig  Korrelation  og  for  de  Døde 
en  noget  større;  dog  er  den  aldrig  større,  end  at  man  uden  Betænkning  i  Praxis  kan 
betragte  Dødeligheden  som  bestaaende  af  to  uafhængige  Faktorer,  saaledes  at  der  kan 
være  Mening  i  at  tale  om  en  »Selektionsfaktor«.  Jastremsky^)  har  for  det  samme 
Materiale  ved  Hjælp  af  den  Lexiske  Dispersionstheori  vist,  at  Dødelighedsstyrken  kan 
skrives  paa  Formen 

hvor  (p(/)  er  Selektionsfaktoren.  Vore  Undersøgelser  har  altsaa  tildels  bekræftet  Jastremskys 
Resultater,  dog  ikke  helt,  idet  der  findes  en  ringe  Korrelation  —  Middelfejlen  paa  X^  er 


')  Zekschrift  fiir  die  gesamte  Versicherungs-Wissenschaft,  Bd.  XII,  p.  921—952. 
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ganske  forsvindende  —  men  den  er  saa  betydningsløs,  at  man  rolig  i  alle  praktiske  For- 
hold kan  se  bort  fra  den.  Man  kunde  nu  tænke  paa  at  anvende  (102)  eller  en  dermed 
analog  P'ormel  til  at  regne  tilbage  til  Iagttagelserne  baade  for  »Observerede«  og  »Døde«; 
dette  er  dog  her  undladt  af  flere  Grunde,  hvoraf  den  vigtigste  er,  at  vi  ikke  derved  vilde 
faa  en  haandterlig  Formel,  hvad  man  kan  faa  paa  anden  Vis.  Jastremsky  har  nemlig 
vist,  at  baade /(.^)  og  (p(/)  særdeles  vel  kan  fremstilles  wed  Makehams  Formel,  der  frem- 
byder saa  mange  Fordele,  at  man  bør  bibeholde  den,  hvor  man  kan,  selv  om  Arbejdet 
med  at  bestemme  dens  Konstanter  i  dette  Tilfælde  vilde  blive  langt  betydeligere  end  en 
Regning  efter  Formel  (102)  En  gennemført  Udjevning  efter  Makehams  Formel  ligger 
imidlertid  ganske  udenfor  nærværende  Afhandlings  Rammer.  En  anden  Grund  til,  at  vi 
ikke  har  regnet  tilbage  til  Iagttagelserne  er,  at  disse  Regninger  vilde  fylde  overordentlig 
meget  op  og  dog  ikke  belyse  Theoriens  Anvendelighed  væsentlig  bedre  end  et  mindre 
Exempel  kunde  gøre  det. 
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IX. 
HALVINVARIANTERNES  FEJLLOVE. 


§  33.  Efter  at  vi  i  de  foregaaende  Afsnit  har  vist,  hvorledes  alle  de  Problemer,  der 
frembyder  sig  i  Korrelationstheorien  med  to  uafhængige  Variable,  kan  løses,  naar  Iagt- 
tagelsernes Halvinvarianter  er  kendte,  har  vi  i  disse  faaet  et  System  af  Konstanter,  der 
i  Praxis  definerer  Fejlloven  fuldstændig,  selv  om  der  findes  flere  Funktioner  med 
de  samme  Halvinvarianter.  Da  imidlertid  disse  Halvinvarianter  er  fremgaaet  af  et 
endeligt  Antal  Iagttagelser,  har  de  enkelte  Halvinvarianter  hver  for  sig  en  Fejllov;  og 
det  vil  nu  blive  vor  Opgave  at  finde  denne  eller  rettere  dens  vigtigste  Led.  Paa  Grund 
af  de  rent  tekniske  Vanskeligheder,  der  er  forbundet  med  Løsningen  af  dette  Problem, 
maa  vi  nemlig  indskrænke  os  til  for  hver  enkel  Halvinvariant  at  finde  dennes  »præsump- 
tive« eller  »theoretiske«  Fejllov,  kun  udtrykt  ved  Middeltal  og  Middelfejl.  For  de  højere 
Led  af  den  »præsumptive«  Fejllov  er  Arbejdet  med  at  udlede  Udtrykkene  saa  stort,  at 
vi  maa  give  Afkald  paa  det,  tilmed  da  det  sjeldent  eller  aldrig  vil  have  nogen  synderlig 
Betydning;  af  samme  Grund  skal  vi  her  for  Middelfejlens  Vedkommende  indskrænke  os 
til  at  danne  denne  for  Halvinvarianterne  af  de  to  laveste  Ordener,  idet  Halvinvarianterne 
af  tredje  Orden  vil  have  en  Middelfejl,  der  afhænger  af  Halvinvarianter  af  sjette  Orden, 
og  man  vil  saa  at  sige  aldrig  i  Praxis  træffe  et  saa  stort  lagttagelsesmateriale,  at  Halv- 
invarianter af  højere  Orden  end  fjerde  kan  findes  med  en  blot  nogenlunde  taalelig 
Sikkerhed.     Efter  disse   Forbemærkninger  skal  vi  nu  gøre  nærmere   Rede  for  Problemet. 

Vi  forudsætter  givet  et  uendelig  stort  lagttagelsesmateriale,  givet  ved  dets  Halv- 
invarianter Xpq]  af  dette  Materiale  udtager  vi  paa  maa  og  faa  en  Samling  paa  n  Iagt- 
tagelser af  to  Variable  x  og  y;  denne  Samling  har  sine  Halvinvarianter,  som  vi  til  Forskel 
fra  \pq  betegner  som  [ipq .  Vi  tager  atter  paa  maa  og  faa  n  Iagttagelser  ud  og  bestemmer 
denne  Rækkes  Halvinvarianter.  Idet  denne  Proces  gentages  uendelig  mange  Gange,  faas 
en  Række  for  hver  Halvinvariant,  og  det  gælder  nu  om  at  finde  denne  Rækkes  to  første 
Halvinvarianter  X^  og  Xg.  Til  Løsning  af  dette  Problem  betjener  vi  os  af  den  Methode, 
som  Thiele  løst  har  skitseret  i  »Theory  of  Observations«  §  30  og  begynder  med  Middel- 
tallene, idet  vi  dog  for  de  Halvinvarianter,  hvis  ene  Index  er  lig  med  Nul,  tager  de 
Thieleske  Resultater  for  én  Variabel,  hvilke  umiddelbart  ses  at  være  direkte  anvendelige 
her.  Methoden  bestaar  i  at  udtrykke  Halvinvarianterne  ved  selve  Iagttagelserne  og 
erindre,  at  alle  Gentagelserne  maa  have  samme  »præsumptive«  Fejllov.  Idet  vi  betegner 
de  til  |Li-erne  svarende  Momenter  ved  Spq  og  de  til  X-erne  svarende  ved  Jpq,  faas  straks 
Udtrykket: 

Mil  =  '^~^  \^^\\  —  -S'io^oi]  =  «"^  [iiLxy  —  l^xLy]  =  n-^  [{n  —  i)Z(jvy)  —  Zix)(jy)] , 
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hvor  ^{xy)  betyder  Summen  af  sammenhørende  Par  x  og  y,  medens  L{x){y)  udstrækkes 
over  X  og  y,  der  ikke  er  sammenhørende.  Den  første  Sum  har  n  Led  og  den  anden 
«(« — i)  Led,  hvorved  faas 


.    yi(Mn)  =  n-^nin-i)3',,  -  n{n-  x)y,J,,] 
der  ved  Anvendelse  af  (ii8)  straks  giver  os  Formlen: 


n  —  I 


wn       -/io-/oiJj 


^(^11)  =  ^^^^^ 


11 


For  figi  faas: 

jig^  =  »-3  [{n—  i)  (w  —  2)  Z  {x^y)  —  {n  —  2)  ^{x'^){y)  —  2  («  —  \)'L(xy){x)  +  2  Z(;tr)(jr)(jv)] 

Den  første  Sum  har  her  11  Led,    den  anden  n[n —  i),    den  tredje   2n[n  —  2)  og  den 
fjerde  ii{n — i)(«  —  2),  hvorved  faas 

^1  (H21)  -  «-=^'^ [n  -  i){n  -  2)  [y,,  -  J,o7oi  -  2^11^10  +  271,%,], 
der  ved  (118)  umiddelbart  giver: 


og  analogt 


\  (,,   \-  («—  i){n  —  2) 


^1 IM12J  — z^ ^12 


Idet  vi  for  de  øvrige  gaar  frem  paa  samme  Maade  og  benytter  Thieles  Resultater  for  én 
Variabel,  faas  følgende  System : 

\  (Mio)  =  ^10 ;    ^1  (Hoi)  =  ^01 

\  (M20)  =         ^^        ^20  '      ^1  (Fu)  =  ~^^  ^11  '     ^1  (^^Os)  =   — ^ ^02 

\  Uy   \-^''-  ^)kn-2)       .          ^          [^n—i){n  —  2) 
K  IM30J  — —% Aso .    ^1  \]h\)  — ^^  ^21 

(;^—  l)(«-2)         .                           («-  0(«-2). 
^1  IM12J  — —^ ^12  .      ^1  \V^?,)  — ~i ^03 

,  {n-  i)[n^-6n-\-  6)  6{n  —  i) 

-^1  IM40)  —  ^^ -^40  —  —^  -^20 

^1  IMsi;  —  ^^^ ^n  —        ^^       ^11^20 

X  r..    ^_(«— i)(^^-6«  +  6)  2(«— i)  ,   X    X    ^ 

(«— i)(^^  — 6;^-{-6),         6(«—  I), 

''^1  IM13J  —  Zi ''^13 T^ ^ll-'^O? 


(123) 


^'l  (M04)  = 


(«  —  i)  («2  _  6;?  +  6)  6(«  —  i) 


^04 
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Som  iControi    kan   benyttes  Formelsystemet  (121;,    idet  vi  danner  X^  af  hvert  enkelt 
Led.     Vi  faar  saaledes  f.  Ex.  for  n^^  ved  Benyttelsen  af: 


Ligningen : 


H2  (^  +  y)  =  M20  +  2Hii  +  M02 
K  [^2i^  +y)]  =  \  (M  +  2X,  (^lu)  +  Xi(^xo2), 

der  ved   Thieles  Formler  for  én  Variabel  straks  sfiver: 


eller 


— ^—  [>^20  +  2X11   +  X02]  =  ^^—  X20  +   2X1  (^iu)  +  — ^-—  X0.2  , 


^1  (Hh)  —  — r—  ^11  » 


og  analogt  for  de  øvrige. 

For  at  finde  XgCfi^)  maa  vi  ogsaa  udtrykke  ^\^  ved  Iagttagelserne,  hvorved  faas: 

|i?,  -  n^  [{n  -  i)2Z(;.ry)  +  [n  -  \f^{xy)[xy)  +  ^[x'y){y)  +  ^{x){xy^)  +  Z(;i;^)(_^2) 
.         ■^^[xy){x){y)-^^{x){x)[y)^y)\. 

En  w-dobbelt  uendelig  Summation  gives  os  nu  let: 

^2  (Mu)  -  «-"  ['^(«-  1)^^22  +  n  [n  -  ify\  -  211  [n  -  1)^721^01  +  ^12^10)  +  «  («  -  i)^y2oyo2 


der  ved  Anvendelse  af  (118)  atter  giver 

:-l)'^X,2  + 

[X22  +  2X20X02  +  (» +  I)x^] 


^2  (Hil)  =  «-*  [«(«  —  ')'^22  +  2«(«  —  1)^X20X02  +  n{n  —  \Y{n  +  i)X^] 
[n  —  if 


;r 


Erindres  nu  Formlen: 


X2(M  =  y2(Mll)-^(Hll) 


n —  I 


samt  det  tidligere  fundne  Resultat :  ^1(1^11)  = X^^ ,  faas  straks  den  søgte  Formel : 

^(Fu)  —  — ^ —  [^22  +  2X20X02  +  Xj  J, 
der  i  Forbindelse  med  de  af  Thiele  fundne  Resultater  giver  os  Formelsystemet: 

^2  (hio)  =  ~  ^20 ;  ^2  (moi)  =  ^  V2  • 


(124) 


^2 IH20J  —  — :^s, —  -^40  i —^ —  ^20 

Ifi I  )2 

^2  (Hil)  =     r^  [^22  +  2X20X02  +  X^  J 
X  /,.  x_(^— O'x     I  ^(^^— Ox^ 

^2  IH02;  —         ~%  -^04  "1  ~i  -^02  » 


hvilket  System  i  Reglen  vil  være  tilstrækkeligt  i  Praxis.  Skulde  man  træffe  et  saa  stort 
Materiale,  at  der  kan  være  Tale  om  at  beregne  Middelfejl  for  de  højere  Halvinvarianter, 
kan  dette  paa  samme  Maade  som  lige  vist  udføres  uden  anden  Vanskelighed  end  nogle 
betydelige  Regninger. 

Da  vi  imidlertid  sjeldent  eller  aldrig  kender  de  »præsumptive«  Halvinvarianter,  er  der 
egentlig  ikke  vundet  stort  ved  disse  Formler,  hvis  vi  ikke  enten  gennem  Theori  eller 
Hypothese  kan  skaffe  os  et  Kendskab  til  dem.  I  Almindelighed  maa  man  for  et  givet 
lagttagelsesmateriale  nøjes  med  Hypotheser,  hvoraf  den  mest  nærliggende  vel  nok  er  den 
af  Thiele  for  Iagttagelser  af  én  Variabel  fremsatte: 

^1  (Mp9  )  —   ^*P«7  '  '    • 

men  man  maa  ikke  glemme,    at  dette  er  en  Hypothese,    der    bør    prøves    i    hvert    fore 
liggende  Tilfælde. 

Under  denne  Forudsætning  giver  (123)  os  de  følgende  Værdier  for  de  »præsumptive« 
Halvinvarianter  ved  Hjælp  af  Iagttagelserne : 


(125) 


^10  — 

HlO  '1     -^01   —  M^Ol 

^30  = 

n               ,^             n    '           .             n 

^^02 

^_j^i20,    ^u-«_  I  Mil.    V-„_j 

^30  = 

«2 

7Z2 

i^n-i){n-2)^'''''    ^'' 

^2  = 

«2                                                                 «2 

r)Mos 

{n—i){n  —  2)^'''    ^"^  -(«_i)(„_2 

^40  = 

«3 

[^^4o  +  ^_,/L 

{n—  i)  {n^- —  6n -^  6) 

\\   — 

n^ 

{n—  i){n^  —  6n  +  6) 

^22  = 

«3 

M22+^_j(2H!i    +   M20M 

{;/—  i){«2_6«  +  6) 

^13  — 

«3 

[            ,          6 

{n—  i){n^  —  6n  +  6) 

^04  — 

«3 

[n—  i)(«2_6;/  4-  6) 

X. 

OM  KORRELATIONSMAAL  OG  FORUDSÆTNINGERNE  FOR 

DISSES  ANVENDELSE. 


§  34.  Vi  har  i  det  foregaaende  flere  Gange  omtalt  Begrebet  Korrelation  uden  at 
give  nogen  Forklaring  paa,  hvad  der  egentlig  forstaas  ved  dette  Begreb.  Vi  skal  derfor 
nu  gøre  Rede  for,  hvorledes  Begrebet  Korrelation  opfattes  af  forskellige  Forfattere,  hvorledes 
man  i  Tidens  Løb  har  forsøgt  at  maale  Korrelationens  Størrelse,  og  navnlig  under  hvilke 
Forudsætninger  man  kan  anvende  Korrelationstheorien  paa  et  givet  lagttagelsesmateriale. 
For  selve  Begrebet  er  der  givet  forskellige  Definitioner;  saaledes  siger  Galion'^)'.  »Two 
variable  organs  are  said  to  be  correlated  when  the  variation  of  the  one  is 
accompanied  on  the  average  by  more  or  less  variation  of  the  other  and  in 
the  same  direction.  Thus  the  length  ofthearm  is  said  to  be  correlated  with 
thatofthe  leg,  because  a  person  with  a  long  arm  has  usually  a  long  leg  and 
conversely«.  Denne  Definition  svarer  kun  til  det,  man  nu  vilde  betegne  som  direkte 
Korrelation,  medens  omvendt  Korrelation,  hvor  Variationen  gaar  i  modsat  Ret- 
ning i  de  to  Karakterer,  ved  denne  Definition  udelukkes.  Pearson  2)  har  derfor  givet  en 
almindeligere  Definition,  idet  han  siger:  »Two  organs  in  the  same  individual,  or 
in  a  connected  pair  of  individuals  are  said  to  be  correlated,  when  a  series 
of  the  first  organ  of  a  definite  size  being  selected,  the  mean  of  the  sizes 
of  the  corresponding  second  organ  is  found  to  be  a  function  of  the  size  of 
the  selected  first  organ.  If  the  mean  is  independent  of  this  size,  the 
organs  are  said  to  be  non-correlated.  Correlation  is  defined  mathematic- 
ally  by  any  constant  or  series  of  constants,  which  determine  the  above 
function«.  Som  man  ser,  er  Pearsojis  Definition  langt  videre  end  Galtons,  men  dog 
ikke  saa  almindelig  som  den  2S.  Lipps^)  formulerede,  idet  denne  skriver:  » .  .  .  .  Bezeichnet 
X  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,2,  3«  •••r  und  X  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,2,  3- •••.?,  so 
wird  ein  beliebiges  Glied  der  Æ-Reihe  durch  a-^  und  ein  beliebiges  Glied  der  /5-Reihe 
durch  b\  angegeben. 

Die  Merkmale  a  und  b  sind  nun  von  einander  abhangig,  wenn  die  a^. 
und  b\  in  ihrem  Auftreten  von  einander  abhangig  sind.  Ist  dies  nicht  der 
Fall,    so    sind    die  Merkmale    a   und   b  von    einander    unabhangig.     I  »Hand- 


el  Galton:   Proceedings  of  the  Royal  Society.  London;  Vol.  XLV  (i888j  p.    135. 
*)  Pearson:  Phil.  Trans.  London;  Vol.   187  A  (1896)  p.  256—257. 
^)  Lipps:  Leipziger  BericlU.  Bd.  57  (1905)  p.  2. 
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worterbuch  der  Naturwissenschaften«  Bd.  III  p.  731  skriver  L.  Rhumbler  om  Korrelation 
fra  et  almindeligt  naturvidenskabeligt  Standpunkt  følgende:  »Unter  Correlation  ver- 
steht  man  ein  »wech  selseitiges  oder  auch  einseitiges  Abhångigkeits- 
verhaltnis«,  das  zwischen  gewissen  organischen  Einheiten  oder  zwischen 
Funktionen  der  Organismen  in  der  Weise  besteht,  das  eine  bestimmte 
Verånderung  in  der  einen  organischen  Einheit  oder  in  einer  Funktion 
auch  gleichzeitig  zu  einer  bestimmten  Aenderung  in  einer  anderen  Ein- 
heit oder  in  einer  anderen  Funktion  fuhrt«. 

Thiele  ^)  giver  ikke  nogen  egentlig  Definition  af  Korrelationen  (som  han  betegner  ved 
Ordet  »Baand«)  idet  han  kun  skriver:  With  respect  o{  fu7ictions  of  two  or  more 
observed  quantities  we  may  also,  in  case  of  repetitions,  speak  of  law  of 
errors,  only  we  must  define  more  closely  what  we  are  to  understand  by 
repetitions.  For  then  another  consideration  comes  in,  which  was  out  of 
the  question  in  the  simple  case.  It  is  still  necessary  for  the  idea  of  the 
law  of  errors  of/(o,o')  that  we  should  have,  for  each  of  the  observed  quan- 
tities o  and  o',   a   series  of  statements  which  severally  may  be  looked  upon 

as  repetitions: 

Ol,  Og, o„, 

o'i,  o'g, o„. 

But  here  this  is  not  sufficient.  Now  it  makes  a  difference  if,  among  the 
special  circumstances  by  o  and  o',  there  are  or  are  not  such  as  are  common 
to  observations  of  the  different  series«.  Det  fremhæves  her  tydeligt,  at  det,  det 
kommer  an  paa,  er  at  en  Del  af  de  væsentlige  Omstændigheder,  der  betinger  Indtrædelsen 
af  det  af  flere  Variable  afhængige  Fænomen,  er  fælles ;  i  saa  Tilfælde  har  vi  Korrelation  i 
svagere  eller  stærkere  Grad,  eftersom  det  er  faa  eller  mange  væsentlige  Omstændigheder, 
der  er  fælles.  I  det  tidligere  nævnte  Exempel  med  de  Mullerske  Kirtler  hos  Svinet  er 
det  aabenbart,  at  de  Omstændigheder  i  Organismen,  der  betinger  Optræden  af  de  nævnte 
Kirtler,  i  omtrent  lige  Grad  virker  paa  begge  Ben,  saaledes  at  væsentlig  det  samme  Antal 
Kirtler  findes  begge  Steder;  dog  er  det  ikke  altid  det  samme  Antal.  For  at  tage  et 
andet  Exempel,  vil  de  væsentlige  Omstændigheder,  der  betinger,  at  et  Menneske  har  lange 
Fingre  paa  højre  Haand  ogsaa  medføre,  at  der  i  Reglen  optræder  lange  Fingre  ogsaa  paa 
venstre  Haand,  og  omvendt;  dog  findes  Undtagelser,  der  antyder,  at  ikke  alle-  Omstæn- 
digheder er  fælles,  ellers  vilde  der  være  Aarsagssam  menhæng  (Kausalitet)  som 
Grænsetilfældet  af  Korrelation.  Naturligvis  er  i  slige  Tilfælde  baade  Korrelation  og 
Kausalitet  gensidige  Fænomener. 

§  35.  Vi  skal  nu  give  en  ganske  kort  Oversigt  over,  hvilke  Methoder  man  har 
anvendt  for  at  fastsætte  Korrelationens  Grad  talmæssigt.  Den  æld.ste  Methode,  der  stadig 
benyttes  en  Del  af  Biologer,  hidrører  formentlig  fra  Galton,  og  bestaar  i,  at  man  for 
hver  Værdi  af  den  ene  Variable  [x)  danner  Middeltallene  i  den  anden  Variable  {y)\  disse 
Middeltals  Afvigelser  fra  det  totale  Middeltal  i  (y)  i  Enhed  af  Middelafvigelsen  for  alle 
[y]  danner  Tælleren;  de  samme  Størrelser  blot  med  Ombytning  af  de  Variable  danner 
Nævneren  i  en  Brøk;    Middeltallet  af  alle  disse  Brøker  er  Korrelationskoefficienten.     Det 


Thiele:  Theory  of  Observations  p.  37. 
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ses  umiddelbart,  at  denne  Methode  er  meget  uheldig,  bl.  a.  fordi  den  kan  give  to  helt 
forskellige  Værdier  for  Korrelationskoefficienten.  Dette  hænger  naturligt  sammen  med 
tidligere  Tiders  Opfattelse  af  Korrelationen,  idet  man  da  betragtede  den  ene  Variable 
som  »supponeret«,  den  anden  som  »relativ«,  saaledes  at  Korrelationen  ikke  blev  et 
fuldstændigt  Gensidighedsforhold.  Da  Methoden  kun  har  historisk  Interesse,  skal  vi  ikke 
gaa  nærmere  ind  paa  den,  men  nøjes  med  at  anføre,  at  i  det  nysnævnte  Exempel  angaa- 
ende  Antallet  af  Mullerske  Kirtler  hos  Svinet  faas  for  Korrelationskoefficienten  de  to 
Værdier  07659  og  07692,  medens  vi  har  fundet  for  Bravais's  Korrelationskoefficient 
Værdien  07909, 

Den  nysnævnte  Methode  er  nu  næ.sten  overalt  forladt  og  erstattet  med  den  tidligere 
anførte  Beregning  af  Korrelationskoefficienten  Xii:yX2o^02'  hvad  der  naturligvis  er  et 
betydeligt  Fremskridt,  selv  om  Korrelationskoefficienten  ikke  i  alle  Tilfælde  er  tilstræk- 
kelig til  at  beskrive  Korrelationen.  I  Erkendelse  af,  at  Korrelationskoefficienten  ikke 
altid  var  tilstrækkelig,  forsøgte  Pearson  at  skaffis  et  almenanvendeligt  Maal  for  Korre- 
lationen, idet  han,  som  allerede  nævnt,  indførte  det  saakaldte  Korrelationsforhold,  hvor- 
ved han  imidlertid  atter  indførte  Vilkaarligheden  og  gik  bort  fra  den  systematiske  Theori, 
der  var  begyndt  2S  Brav  ais  —  ganske  vist  i  en  anden  Retning,  men  dog  ogsaa  anvendelig 
her.  Korrelationsforholdet  er  tilmed  ikke  særlig  let  at  beregne,  og  det  er  næppe  kaldet 
til  at  spille  nogen  synderlig  Rolle,  navnlig  da  det  ikke  engang  er  symmetrisk,  men  frem- 
byder den  samme  Ulempe'  som  Galtons  Maal.  For  det  tidligere  behandlede  Materiale 
faas  saaledes  for  Korrelationsforholdet  de  to  Værdier  07893  og  07953.  F'orskellen  er 
altsaa  større  end  efter  Galtons  Fremgangsmaade. 

Medens  Englænderne  udelukkende  har  stræbt  at  finde  et  enkelt  Tal,  der  skulde  tjene 
til  at  maale  og  karakterisere  Korrelationen,  har  Tyskerne  betragtet  det  som  Opgaven  at 
give  nøjagtige  Kriterier  for,  om  der  er  Korrelation  eller  ej,  og  hvis  der  findes  Korrelation, 
da  at  give  et  analytisk  Udtryk  for  det  »Baand«,  der  binder  de  Variable  sammen.  Saa- 
ledes finder  baade  Bruns  ^)  og  Lipps  2) ,  at  der  vil  være  lidet  vundet  ved  et  enkelt  Tal 
som  Maal  for  Korrelationen,  naar  dette  ikke  kan  sige  noget  om  Afhængighedens  Natur. 
Disse  to  Forskere  vil  derfor  ikke  nøjes  med  et  enkelt  Tal,  men  vil  studere  Gangen  i 
Udtrykket  F{x,y)  —  F{x)-F{y),  hvor  F{x,y)  betegner  Fordelingsfunktionen  ved  to  Vari- 
able, og  F[x)  henholdsvis  F[y)  betegner  Fordelingen  af  alle  [x]  eller  alle  {y).  Dette 
Udtryk  maa  være  konstant  lig  med  Nul,  eller  rettere  svingende  om  Nul  indenfor  snævre 
Grænser,  naar  der  ingen  Korrelation  findes,  derimod  vise  en  tydelig  regelmæssig  »Gang«, 
naar  der  er  Korrelation.  Hvis  det  endelig  hverken  er  Nul  eller  viser  »Gang«  men  frem- 
byder ganske  uregelmæssige  og  forvirrede  Forhold,  erklæres  Materialet  for  ubrugeligt  til 
den  foreliggende  Undersøgelse.  Dette  Udtryk  kan  nu  omformes  paa  forskellig  Maade  og 
erstattes  med  andre,  og  til  syvende  og  sidst  kommer  de  nævnte  Forfattere  til  det  Resultat, 
vi  allerede  har  udledet,  nemlig  at  alle  rpq  maa  bruges  for  at  beskrive  Korrelationen. 
[Der  bruges  ikke  af  Tyskerne  Invarianter  i  Thieles  Betydning,  men  andre  symmetriske 
Funktioner,  men  Resultatet  bliver  i  Virkeligheden  det  samme.]  Alt  dette  er  naturligvis 
rigtigt  nok ;  kun  maa  man  herved  ikke  glemme,  at  man  kun  sjældent  har  et  saa  omfattende 


')   Bruns:  1.  c.  p.   157 — 161. 

'^]  Lipps:  Leipzigcr  Berichte.  (1905)  Bd.  57,  p.  1—32. 
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Materiale  til  sin  Raadighed,  at  man  med  blot  taalelig  Nøjagtighed  kan  finde  de  højere 
Halvinvarianter  og  heraf  Korrelationskoefficienterne;  man  maa  slaa  af  paa  F'ordringerne 
og  nøjes  med  at  anføre  de  første  Halvinvarianter,  og  er  Materialets  Omfang  kun  ringe, 
kan  man  ikke  komme  længere  end  til  Halvinvarianterne  af  de  to  laveste  Ordener,  ja  maaske 
knap  det.  Selv  om  saaledes  Korrelationskoefficienten  egentlig  kun  har  Betydning,  naar 
Iagttagelserne  med  stor  Tilnærmelse  passer  med  Bravais's  Formel,  og  dens  Anvendelighed 
som  Maal  for  Korrelationen  indskrænkes  til  dette  Tilfælde,  er  det  dog  berettiget  at  bruge 
den  ogsaa  i  Tilfælde,  hvor  denne  Forudsætning  ikke  vides  at  være  opfyldt,  naar  den 
ikke  opfattes  som  andet  end  et  Tal,  der  sammen  med  andre  tjener  til  at  beskrive  de  ved 
Iagttagelserne  givne  Forhold  paa  en  kortere  Maade,  end  selve  Iagttagelserne  gør  det. 
Naturligvis  maa  man  da  altid  desuden  anføre  de  to  Middeltal  (Xjo  og  \^ 
og  de  to  Middelafvigelseskvadrater  (X20  og  ^02)5  ^"^  man  desuden  bruger  \^ 
eller  r^^  kan  vel  være  ligegyldigt;  men  man  bør  aldrig  bruge  Korrelations- 
koefficienten alene.  Anvendelsen  af  disse  5  Halvinvarianter  uden  nærmere  Under- 
søgelse kan  da  ligestilles  dermed,  at  man  i  Reglen  for  »gode«  Iagttagelser  nøjes  med 
Middeltal  og  Midd^lfejl  til  at  karakterisere  Fejlloven,  uden  at  undersøge  om  den  expo- 
nentielle  Fejllov  nu  ogsaa  har  Gyldighed  for  de  paagældende  Iagttagelser. 

I  mange  Tilfælde  vil  man  straks  af  lagttagelsesmaterialets  tabellariske  Opstilling 
kunne  se,  at  disse  5  HalVinvarianter  ikke  alene  formaar  at  karakterisere  Forholdene,  idet 
et  eneste  Blik  paa  Tabellen  kan  være  tilstrækkeligt  til,  at  man  opdager  f.  Ex.  en  bety- 
delig Skævhed,  saaledes  som  det  er  Tilfældet  i  nedenstaaende  Tabel,  der  er  laant  fra  en 
Afhandling  af  Schuster  om  Døvstumhedens  Arvelighed  1) : 


Antal  Børn 

Antal  Døvstum 

me  i  hver  Fj 

i  Familien 

I 

2 

3 

4            5 

I 

10 

2 

23 

2 

3 

47 

6 

4 

56 

7 

2 

.     5 

48 

9 

I 

3 

6 

45 

8 

5 

4 

7 

33 

3 

I 

3 

8 

35 

3 

5 

I 

9 

25 

5 

I 

I             i 

10 

'7 

5 

2 

I 

II 

16 

3 

12 

3 

13 

5 

1 

I 

14 

2 

2 

15 

0 

2 

16 

1 

17 

I 

18 

2 

lait 

369 

50 

21 

15            2 

lait 

10 
25 

53 

65 

61 
62 

41 

44 

33 
26 

19 
3 
7 
4 
2 
I 
I 
2 
459 


*)  Schmter:  Biometrika.  Bd.  IV,  p.  481. 
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Her  er  Afvigelserne  fra  Bravais's  Formel  aabenbart  saa  kolossale,  at  Korrelations- 
koefficienten intet  som  helst  siger.  Paa  den  anden  Side  er  Materialets  Omfang  saa  ringe 
—  kun  459  Gentagelser  —  at  det  ikke  kan  nytte  at  tænke  paa  at  benytte  flere  Halv- 
invarianter. Hvad  skal  man  saa  gøre?  Her  er  aabenbart  intet  andet  at  gøre  end  enten 
at  kassere  Materialet  som  ubrugeligt  eller  nøjes  med  det  lidet,  man  kan  faa  ud  af  det. 
Som  selvstændigt  Maal  har  Korrelationskoefficienten  (072)  i  dette  Tilfælde  naturligvis 
ingen  Værdi,  men  den  kan  tænkes  at  faa  det,  hvis  den  kan  sammenlignes  med  Korre- 
lationskoefficienten for  et  analogt  Materiale«,  idet  man  da  heri  har  en  let  og  bekvem 
Maade  til  at  sammenligne  Materialets  Hovedtræk;  det  er  her  naturligvis  atter  en  Forud- 
sætning, at  ogsaa  X^q,  \\  og  Xgc  ^02  ^i'  medtagne. 

Fordelinger  af  lignende  Karakter  træffes  hyppigt  i  Erfaringer  hentede  fra  det  øko- 
nomiske Liv. 

I  mange  Tilfælde,  hvor  der  kan  være  Spørgsmaal  om  Korrelation,  vil  Materialet 
foreligge  i  Form  af  to  Tabeller  med  kun  een  Variabel,  og  Tallene  kan  da  vise  en 
parallelt  løbende  Bevægelse,  hvad  der  da  fortolkes  som,  at  der  er  Korrelation  tilstede;  i 
de  fleste  Tilfælde  nøjes  man  med  en  saadan  Konstatering  uden  at  søge  noget  Maal  for 
Korrelationens  »Grad«;  et  saadant  Maal  vil  som  Regel  her  kun  have  Interesse  ved 
Sammenligninger  af  analoge  lagttagelsesrækker  andet  Steds  fra.  Naturligvis  er  det  en 
Forudsætning  for  af  Paralellisme  i  Tallene  at  slutte  noget  om  Korrelation,  at  man  paa 
Forhaand  har  sikret  sig,  at  de  paagældende  Fænomener,  der  sammenstilles,  virkelig  har 
noget  med  hinanden  at  gøre;  en  blot  regnerisk  Korrelationskoefficient  vil  selvfølgelig 
være  hen  i  Vejret,  naar  man  ikke  ved,  om  der  overhovedet  er  Mening  i  at  stille  Fæno- 
menerne sammen.  Man  vil  i  slige  Tilfælde  let  kunne  finde  Korrelation  mellem  alt  muligt 
mellem  Himmel  og  Jord;  naar  saa  tilmed  en  saadan  tilfældig  Korrelation  gøres  til  Aar- 
sagssammenhæng,  idet  det  ene  Fænomens  Bevægelser  gøres  til  Aarsagen  til  det  andets, 
er  man  kommet  saa  langt  ud  i  Fejlslutningernes  Hængedynd  som  vel  muligt.  Saaledes 
har  Svante  Arrhenius  ^)  sammenstillet  Svingninger  i  Luftelektricitetens  Styrke  med  en  vis 
Periodicitet  i  Menstruationen  hos  Kvinder,  der  havde  født  i  Stockholms  Fødselsstiftelser, 
og  fundet,  at  Tallene  gik  ret  parallelt.  Han  udjævnede  nu  efter  en  Fouriersk  Række  og 
fandt  to  Perioder  i  hvert  Fænomen;  ved  et  betydeligt  Regnearbejde  fik  han  saaledes 
bestemt  to  Kurver,  der  med  meget  god  Vilje  kan  siges  at  løbe  nogenlunde  taaleligt  paral- 
lelt, og  heraf  sluttes,  at  Luftelektriciteten  er  Aarsag  til  Menstruationen  —  naturligvis  ikke 
den  eneste  Aarsag,  men  dog  en  væsentlig.  Her  har  Arrhenius  aabenbart  vovet  sig  læn- 
gere ud,  end  Tallene  giver  Ret  til  —  Tallene  er  iøvrigt  yderst  upaalidelige  —  og  det  er 
ikke  helt  med  Urette,  naar  den  kendte  svenske  Fysiolog  Tigerstedt  skal  have  bemærket, 
at  man  igrunden  med  lige  saa  stor  Berettigelse  kunde  sige,  at  det  var  Menstruationen, 
der  var  Aarsag  til  Luftelektriciteten.  Naar  en  saa  fremragende  Forsker  som  Arrhenius 
har  kunnet  drage  slige  Skinslutninger,  kan  det  ikke  undre,  at  mindre  betydelige  Forfat- 
tere har  opnaaet  de  mærkeligste  Resultater.  Som  Exempel  herpaa  behøver  vi  kun  at 
nævne  Diskussionen   i    Fysisk  Tidsskrift  2)   mellem   Adam  Poulsen  og  Ivar  Jantzen   paa 


')  Svante  Arrhetiius:  Skandinavisches  Archiv  fiir  Physiologi.  Bd.  8  (1898)  p.  367 — 414. 

*)  Fysisk  Tidsskrift:  Bd.  2  p.  231   otj  Bd.  3  p.  26,  60,  99,    134,  204  og  241;  se  endvidere  Nordisk  Tidsskrift 
for  Terapi   1903,  hvor  den  Afhandling,  der  gav  Anledning  til  Diskussionen,  findes. 
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den  ene  Side  og  Dr.  Mygge  paa  den  anden  Side    om  Luftelektriciteten  som  Influenzaens 
genius  epidemiens. 

Vi  kan  ikke  slutte  dette  Afsnit  uden  at  berøre  et  ejendommeligt  F"orsøg,  som  Duncker^) 
har  gjort,  paa  i  visse  Tilfælde  at  maale  Korrelationen  paa  anden  Maade  end  ved  Hjælp 
af  Halvinvarianter.  Methoden  skal  særligt  anvendes  til  at  bestemme  Graden  af  et  bilateralt 
Dyrs  Symmetri,  men  maa  naturligvis  ogsaa  kunne  anvendes  paa  andre  Ting,  hvis  den  over- 
hovedet har  Betydning.  Princippet  bestaar  i,  at  man  med  Argumentet  [x — y)  danner  de  føl- 
gende Værdier:  6"^,  S'^,  S'^  og  S~,  hvor  +  foroven  betyder,  at  der  kun  skal  medtages 
henholdsvis  de  Værdier,  der  er  større  resp.  mindre  end  Middeltallet.     Størrelsen 


hvor  n  er  det  totale  Antal  Iagttagelser,  betegnes  da  som  Asymmetriindex,  saaledes 
at  a  =  o  betyder,  at  Dyret  er  fuldstændig  symmetrisk  m.  H.  t.  den  betragtede  Egenskab, 
medens  a  —  +  i  betegner  fuldstændig  Asymmetri,  For  de  p.  112  anførte  Iagttagelser 
findes  a  :i=  0005 8,  saa  at  Svinet  er  et  meget  symmetrisk  Dyr  med  Hensyn  til  Miillerske 
Kirtler.  En  saadan  »Index«  har  aabenbart  kun  ringe  Betydning,  dertil  er  den  for  tilfældig 
valgt,  og  den  giver  kun^  en  ringe  Del  af  Materialets  Ejendommeligheder;  man  vil  sikkert 
i  alle  Tilfælde  staa  sig  ved  at  holde  sig  til  Halvinvarianterne  eller  nogle  analoge  Stør- 
relser. 


*)  Duncker:  Archiv  ftir  Entwickelungsmechanik  der  Organismen.  Bd.   17  (1904)  p.  533—682. 
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SLUTBEMÆRKNING. 

Den  Læser,  der  med  Opmærksomhed  har  fulgt  Udviklingen  i  de  foregaaende  Afsnit, 
har  ikke  kunnet  undgaa  at  lægge  Mærke  til,  at  alt  ikke  er,  som  det  skal  være.  Der  er 
saaledes  straks  et  Spørgsmaal,  der  for  Mathematikerne  melder  sig  som  fundamentalt, 
men  som  er  forbigaaet  i  Tavshed.  Det  er  Spørgsmaalet  om  Konvergensen  af  de  optræ- 
dende Rækkeudviklinger;  en  Del  Rækker  er  ovenikøbet  differentieret  eller  integreret  led- 
vis, uden  at  der  er  givet  blot  en  Skygge  af  Bevis  for  Lovligheden  af  disse  Operationer, 
saaledes  at  hele  Udviklingen  idetmindste  tilsyneladende  hviler  paa  et  meget  løst  Grund- 
lag. At  Theorien  ikke  desto  mindre  kan  anvendes,  beror  paa  den  Omstændighed,  at  vi 
i  Virkeligheden  kun  anvender  Rækker  med  et  endeligt  —  og  meget  ringe  —  Antal  Led, 
saaledes  at  Konvergensspørgsmaalet  i  Realiteten  ingen  Rolle  spiller.  Det  eneste,  der  her 
er  af  Betydning,  er  den  praktiske  Konvergens,  med  andre  Ord  om  man  med  ganske 
faa  Led  kan  fremstille  Iagttagelserne  paa  en  tilfredsstillende  Maade.  Kan  man  det,  er 
Theorien  brugbar;  kan  man  det  ikke,  maa  den  straks  opgives,  og  det  er  da  ligegyldigt 
om  Rækken  fortsat  i  det  uendelige  divergerer  eller  konvergerer.  Har  Spørgsmaalet  i 
denne  Sammenhæng  saaledes  kun  en  underordnet  Interesse,  frembyder  det  naturligvis  for 
den  rene  Mathematik  en  betydelig  Interesse,  idet  de  her  anførte  Rækker  vel  uden  Over- 
drivelse kan  sige  at  frembyde  nogle  af  de  vanskeligste  Opgaver,  den  moderne  Analyse 
overhovedet  har  at  tumle  med.  Vanskeligheden  ses  bedst  deraf,  at  der  kun  vides  meget 
lidt  om  Konvergensen  af  Rækker  af  Type  A,  og  da  kun  for  reelle  Værdier  af  den  Vari- 
able, til  Trods  for  at  disse  Rækker  har  beskæftiget  Mathematikerne  i  godt  og  vel  et 
halvt  Aarhundrede.  Saavidt  det  er  mig  bekendt,  har  Vera  Myller-Lebedeff  i  den  i  Ind- 
ledningen citerede  Afhandling  givet  det  væsentligste  Bidrag  til  Løsning  af  Konvergens- 
spørgsmaalet for  disse  Rækker,  idet  hun  har  opstillet  følgende  Sætning: 

»Enhver  Funktion  g{s),  der  i  Intervallet  —  oc  ^  j'  ^  -f-  oo  tilligemed  sine  to  første 
Afledede  er  endelig  og  kontinuert,  og  som  for  s  =  ±^oo  forsvinder  af  højere  Orden  end 
tredje,  for  hvilken  altsaa 

lim  {s^g{s%=j^^  ^  o 

kan  i  dette  Interval  udvikles  i  den  paa  Fouriersk  Vis  dannede  Række 

g{s)  =  Xæ„^    '^  Pn{s)     \Pn.{s)  det  Hermiteske  Polynomium  af  Graden  n\. 
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Rækken  konvergerer  ubetinget  og  ligeligt«.     For  to  Variable  har  hun  fremsat  en  ganske 
analog  Sætning  (1.  c.  p.  415). 

Beviset  for  denne  meget  smukke  Sætning  beror  paa,  at  de  Afledede  af  den  Gaussiske 
Fejllovsfunktion  er  Orthogonalfunktioner  i  Intervallet  ( —  00,  +  00)  og  er  Egenfunktioner 
til  den  symmetriske  Kærne 

K{s,  r)  =     J ,  e'('-'y       '^-t 

in-^x  —  t 


med  de  tilhørende  Egenværdier 


\.  =  {^f 


Det  er  ogsaa  denne  Egenskab  ved  disse  Afledede,  der  muliggør,  at  Rækkerne  kan 
bruges  som  »Udjevningsrækker« ;  stiller  man  nemlig  Problemetom  Konstanternes  Bestem- 
melse saaledes,  at  man  med  et  givet  Antal  Led  vil  bestemme  Koefiicienterne  ved  Element- 
udjevning,  faar  man  paa  Grund  af  den  ovennævnte  Egenskab  straks  det  søgte  Led  »frit« 
af  alle  de  øvrige. 

Vi  har  her  berørt  et  andet  Punkt,  hvor  det  heller  ikke  er  undgaaet  den  kyndige  Læsers 
Opmærksomhed,  at  der  f  Fremstillingen  findes  noget  dunkelt,  der  trænger  til  nærmere  For- 
klaring. Problemet  at  bestemme  Koefficienterne  i  Rækken  af  Type  A  eller  Type  B  kan 
nemlig  opfattes  paa  en  af  to  Maader:  Enten  betragter  man  Rækken  som  uendelig,  og 
Spørgsmaalet  som  et  funktionstheoretisk  at  give  alle  Koefficienterne;  det  er  i  denne  Form, 
vi  har  løst  Problemet,  men  —  og  dette  maa  her  stærkt  betones  —  kun  rent  formelt,  idet 
vi  intet  ved  om  Tilladeligheden  af  vore  Operationer.  Eller  ogsaa  betragter  vi  kun  et 
endeligt  Antal  Led  og  bestemmer  Koefficienterne  f  Ex.  saaledes,  at  Afvigelsernes  Kva- 
dratsum (med  passende  valgte  Vægte)  bhver  Minimum,  i  hvilket  Tilfælde  man  kommer 
til  Koefficienterne  og  ikke  til  Halvinvarianterne  som  Repræsentanter  for  Iagttagelserne. 
Denne  sidste  Methode  er  fremsat  bl.  a.  af  Gram  ^)  for  Rækker  af  Type  A,  for  hvilke 
Bestemmelsen  ingen  Vanskelighed  volder. 

For  Rækker  af  Type  B  ved  man  intet,  og  det  har  ikke  været  mig  muligt  at  faa 
noget  at  vide.  Formentlig  er  ogsaa  Difierenserne  af  S-Funktionen  Orthogonalfunktioner, 
men  dette  er  kun  en  Formodning,  og  et  Forsøg  paa  at  bevise  dette  og  at  opstille  en 
Kærne,  til  hvilken  de  er  Egenfunktioner,  vil  temmelig  sikkert  strande  paa  den  Omstæn- 
dighed, at  man  saa  at  sige  absolut  intet  ved  om  Cylinderfunktionerne  betragtet  som 
Funktion  af  Parameteren.  Der  er  saaledes  for  Tiden  næppe  noget  at  stille  op  med  Hensyn 
til  Løsningen  af  Konvergensproblemet  for  disse  Rækkers  Vedkommende,  ligesom  et  Forsøg 
paa  at  bestemme  Rækkens  Koefficienter  efter  den  anden  af  de  ovenstaaende  Fortolk- 
ninger af  Problemet  heller  ikke  kan  antages  at  ville  føre  til  noget  Resultat  for  Øjeblikket. 

I  Tilslutning  til  disse  Bemærkninger  kan  det  anføres,  at  det,  der  p.  33  er  sagt  om 
den  praktiske  Konvergens  naturligvis  forudsætter,  at  Halvinvarianterne  er  lagt  til  Grund; 
bestemmes  Koefficienterne  til  et  ringe  Antal  Led  efter  de  mindste  Kvadraters  Methode, 
er  Ordenen  selvfølgelig  ligegyldig. 

'    Gram:  Om  Rækkeudviklinger  o.  s.  v.  p.   67   AF. 
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Maa  vi  saaledes  end  desværre  paa  mange  Punkter  indrømme,  at  der  er  betydelige 
Mangler  ved  hele  Theorien,  har  vi  dog  alligevel  paa  en  vis  Maade  løst  den  Opgave,  vi 
har  stillet  os,  idet  der  er  givet  Midler  til  at  løse  de  Opgaver,  som  Praxis  frembyder, 
naar  man  indskrænker  sig  til  to  uafhængige  Variable,  selv  om  Regnearbejdet  i  mange 
Tilfælde  bliver  betydeligt.  Det  vil  nu  ikke  være  særligt  vanskeligt  for  flere  Variable  at 
danne  en  lignende  Theori,  men  en  saadan  almindelig  Theori  vilde  ikke  være  til  nogen 
Nytte,  idet  man  dog  ikke  vil  kunne  arbejde  med  andre  Udviklingsfunktioner  end  Funk- 
tioner af  Formen 


n-n* 


og  det  kan  man  endda  kun  gøre,  ttaar  man  er  absolut  nødt  dertil.  Selv  om  nemlig 
Beregningen  af  Halvinvarianter  af  tre  Variable  er  theoretisk  saare  simpel,  frembyder  dog 
den  praktiske  Beregning  saa  betydelige  Regninger,  at  kun  faa  Regnere  virkelig  vil  gaa  i 
Gang  med  det;  forsøge  at  regne  tilbage  til  Iagttagelserne  vover  sikkert  ingen.  Man  har 
formentlig  ikke  andet  at  gøre  end  foreløbig  at  uddybe  og  forbedre  Theorien  for  to  Vari- 
able, og  for  flere  nøjes  med  at  betragte  de  Tilfælde,  hvor  Bravais's  Formel  tør  bruges, 
og  hvor  altsaa  al  Regression  er  ret  elier  plan;  men  der  er  ogsaa  nok  at  gøre  med  to 
Variable  for  lange  Tider,  og  vi  kan  derfor  ikke  slutte  disse  Bemærkninger  uden  at  rette  en 
energisk  Opfordring  til  de  unge  Mathematikere  til  at  tage  fat  paa  disse  Opgaver  og  fylde 
de  Huller,  der  findes  i  saa  rigelig  Mængde.  Den,  der  med  Alvor  og  Kærlighed  tager 
Opgaven  op,  vil  sikkert  ikke  fortryde  det. 
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TABEL  I 

Funktionen  —log  r(x  +  1) 
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Tabellen  er  beregnet  ved  Hjælp  af  Ligningen  1(^-4-  i)  =  .vT{jx;)  paa 
Grundlag  af  en  Tabel  over  T{jc)  for  o:  beliggende  mellem  i  og  2.  Sidste 
Ciffer  er  ikke  overalt  paalideligt,  og  Tabellen  bør  egentlig  kun  bruges 
5 -cifret.  Aarsagen  til,  at  7  Cifre  er  medtaget,  er,  at  det  er  Hen- 
sigten med  Tiden  at  »lodele«  Intervallet,  og  saa  afrunde  Tabelværdierne. 
De  nuværende  overtallige  Cifre  skulde  da  bruges  som  Støtte  ved  Reg- 
ningen. 

I  alle  Tabellerne  vil  4  Cifre  hyppigt  være  tilstrækkeligt  for  Praxis-, 
dette  er  Aarsagen  til,  at  Cifrene  er  delt  i  Grupper  paa  en  anden  Maade 
end  den  sædvanligt  brugte. 

Det  bemærkes,  at  denne  Tabel  ogsaa  vil  kunne  gøre  Nytte  ved 
Anvendelsen  af  Pearsons  Theori. 


U7 


X 

-l0gr(^+l) 

z\ 

X    - 

-l0gr(^+I^ 

A 

X      - 

-logr(x-fl) 

A 

5-00 

—  oo 

—  4-50 

0-5684  944 

0-0062  408 

—  4-00 

—  oo 

4-99 

V3736  037 

49 

5622  536  ~ 

—  3-99  «v8-7726  308 

98 

6678  928  +«-2«^^«^^   i 

48 

5555  945 

66  591 

98 

«v0680  097  "1" 

0-2953  789 

1692  169 

70  784 

1703  095 

97 

8371  097 

1179  311 

47 

5485  161 

75  002 

97 

2383  192 

1190  264 

96 

V  •9550  408 

897  686 

46 

5410  159 

79  249 

96 

3573  456 

908  667 

95 

0-0448  094 

719  061 

45 

5330  910 

83  535 

95 

4482  123 

730  070 

94 

1167  155 

595  374 

44 

5247  375 

87  866 

94 

5212  193 

606  410 

93 

1762  529 

504  482 

43 

5159  509 

92  260 

93 

5818  603 

515  547 

92 

2267  011 

434  737 

42 

5067  249 

96  718 

92 

6334  150 

445  830 

91 

2701  748 

379  432 

41 

4970  531 

101  257 

91 

6779  980 

390  554 

90 

3081  180 

334  426 

40 

4869  274 

105  886 

90 

7170  534 

345  576 

89 

3415  606 

297  019 

39 

4763  388 

110  617 

89 

7516  110 

308  198 

88 

3712  625 

265  385 

38 

4652  771 

115  468 

88 

7824  308 

276  592 

87 

3978  010 

238  228 

37 

4537  303 

120  443 

87 

8100  900 

249  465 

86 

4216  238 

214  630 

36 

4416  860 

125  570 

86 

8350  365 

225  896 

85 

4430  868 

193  888 

35 

4291  290 

130  858 

85 

8576  261 

205  183 

84 

4624  756 

175  487 

34 

4160  432 

136  331 

84 

8781  444 

186  811 

83 

4800  243 

159  020 

33 

4024  101 

142  003 

83 

8968  255 

170  374 

82 

4959  263 

144  168 

32 

3882  098 

147  905 

82 

9138  629 

155  552 

81 

5103  431 

130  685 

31 

3734  193 

154  061 

81 

9294  181 

142  099 

80 

5234  116 

118  366 

30 

3580  132 

160  499 

80 

9436  280 

129  810 

79 

5352  482 

107  045 

29 

3419  633 

167  254 

79 

9566  090 

118519 

78 

5459  527 

96  588 

28 

3252  379 

174  360 

78 

9684  609 

108  092 

77 

5556  115 

86  879 

27 

3078  019. 

181  873 

77 

9792  701 

98  415 

76 

5642  994 

77  828 

26 

2896  146 

189  825 

76 

9891  116 

89  393 

75 

5720  822 

69  350 

25 

2706  321 

198  290 

75 

«v9980  509 

80  947 

74 

5790  172 

24 

2508  031 

74 

«0-0061  456 

73 

5851  555 

61  383 
53  861 

23 

2300  704 

207  327 
217  020 

73 

0134  467 

73  011 
65  520 

72 

5905  416 

46  742 

22 

2083  684 

227  463 

72 

0199  987 

58  432 

71 

5952  158 

39  976 

21 

1856  221 

238  769 

71 

0258  419 

51  698 

70 

5992  134 

33  528 

20 

1617  452 

251  071 

70 

0310  117 

45  281 

69 

6025  662 

27  361 

19 

1366  381 

264  539 

69 

0355  398 

39  147 

68 

6053  023 

18 

1101  842 

68 

0394  545 

67 

6074  473 

21  450 

17 

0822  471 

279  371 

67 

0427  812 

33  267 

.  66 

6090  238 

15  765 

16 

0526  651 

295  820 

66 

0455  427 

27  615 

65 

6100  526 

10  288 

15 

0-0212  445 

314  206 

65 

0477  597 

22  170 

64 

6105  516  + 

0-0004  990 

14 

v-9877  518 

334  927 

64 

0494  502 

16  905 

63 

6105  372  ~ 

00000  144 

13 

9519  010 

358  508 

63 

0506  306 

11  804 

62 

6100  246 

5  126 

12 

9133  368 

385  642 

62 

0513  160 

06  854 

61 

6090  263 

9  983 

11 

8716  112 

417  256 

61 

0515  191  +00002  031 

60 

6075  543 

14  720 

10 

8261  469 

454  643 

60 

0512  518 

0-0002  673 

59 

6056  188 

19  355 

09 

7761  841 

499  628 

59 

0505  244 

7  274 

58 

6032  290 

23  898 

08 

7206  930 

554  911 

58 

0493  460 

11  784 

57 

6003  929 

28  361 

07 

6582  298 

624  632 

57 

0477  247 

16  213 

56 

5971  171 

32  758 

06 

5866  799 

715  499 

56 

0456  671 

20  576 

55 

5934  078 

37  093 

05 

5027  634 

839  165 

55 

0431  794 

24  877 

54 

5892  696 

41  382 

04 

4009  868 

1017  766 

54 

0402  663 

29  131 

53 

5847  065 

45  631 

03 

2710  503 

1299  365 

53 

0369  318 

33  345 

52 

5797  216 

49  849 

02 

v-0898  306 

1812  197 

52 

0331  789 

37  529 

51 

5743  172 

54  044 

01 

V8-7835  413 

-  0-3062  893 

51 

0290  101 

41  688 

■4-50 

0-5684  944  ~ 

0-0058  228 

—  4-00 

—  oo 

—  3-50 

«0-0244  264  "~ 

0-0045  837 

i8 


138 


3-50 

49 
48 
47 
46 
45 
44 
43 
42 
41 
40 
39 
38 
37 
36 
35 
34 
33 
32 
31 
30 
29 
28 
27 
26 
25 
24 
23 
22 
21 
20 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 
10 
09 
08 
07 
06 
05 
04 
03 
02 
01 
•  3-00 


-iogr(:j;+i) 

«0'0244  264 
0194  282  "" 
0140  153 
0081  866 

«0-0019  398 

«v9952  719 
9881  791 
9806  568 
9726  988 
9642  987 
9554  485 
9461  391 
9363  604 
9261  004 
9153  467 
9040  842 
8922  967 
8799  659 
8670  717 
8535  913 
8394  993 
8247  674 
8093  641 
7932  541 
7763  970 
7587  487 
7402  581 
7208  679 
7005  125 
6791  171 
6565  952 
6328  474 
6077  571 
5811  878 
5529  780 
5229  339 
4908  222 
4563  567 
4191  822 
3788  508 
3347  852 
2862  256 
2321  423 
1710  914 
1009  585 

«v0184  636 

«v8-9181  132 

7896  077 

6098  237 

«v8-3049  748  ~ 

—  oo 


A 

X     - 

-iogr(Æ-+i)    A         j 

X      - 

-logr(x+l) 

A 

—  3-00 

—  cx> 

—  2-50 

v-6264  864 

0-0049  982 



00032  575 

—  2-99 

V8-2969  596 

49 

6232  289 

54  129 

98 

5937  934 

-t- 0-2968  338 

48 

6195  636 

36  653 

58  287 

1717  694 

40  740 

97 

7655  628 

47 

6154  896 

62  468 

1204  911 

44  849 

96 

8860  539 

46 

6110  047 

66  679 

95 

V8-9783  903 

923  364 

45 

6061  058 

48  989 

70  928 

94 

V0528  720 

744  817 

44 

6007  893 

53  165 

75  223 

621  207 

57  388 

93 

1149  927 

43 

5950  505 

79  580 

92 

1680  321 

530  394 

42 

5888  834 

61  671 

84  001 

91 

2141  050 

460  729 

41 

5822  817 

66  017 

88  502 

90 

2546  554 

405  504 

40 

5752  373 

70  444 

93  094 

89 

2907  132 

360  578 

39 

5677  412 

74  961 

97  787 

88 

3230  383 

323  251 

38 

5597  834 

79  578 

102  600 

291  698 

84  313 

87 

3522  081 

37 

5513  521 

107  537 

86 

3786  705 

264  624 

36 

5424  347 

89  174 

112  625 

85 

4027  812 

241  107 

35 

5330  163 

94  184 

117  875 

84 

4248  261 

220  449 

34 

5230  808 

99  355 

123  308 

83 

4450  391 

202  130 

33 

5126  100 

104  708 

128  942 

82 

4636  138 

185  747 

32 

5015  837 

110  263 

134  804 

170  980 

116  044 

81 

4807  118 

31 

4899  793 

140  920 

80 

4964  700 

157  582 

30 

4777  715 

122  078 

147  319 

79 

5110  048 

145  348 

29 

4649  319 

128  396 

154  033 

134  113 

135  026 

78 

5244  161 

28 

4514  293 

161  100 

77 

5367  903 

123  742 

27 

4372  282 

142  011 

168  571 

76 

5482  025 

114  122 

26 

4222  886 

149  396 

176  483 

75 

5587  182 

105  157 

25 

4065  662 

157  224 

184  906 

74 

5683  950 

96  768 

24 

3900  101 

165  561 

193  902 

73 

5772  841 

88  891 

23 

3725  630 

174  471 

203  554 

72 

5854  298 

81  457 

22 

3541  595 

184  035 

213  954 

71 

5928  726 

74  428 

21 

3347  248 

194  347 

225  219 

70 

5996  479 

67  753 

20 

3141  725 

205  523 

237  478 

69 

6057  875 

61  396 

19 

2924  033 

217  692 

250  903 

68 

6113  197 

55  322 

18 

2693  006 

231  027 

265  693 

67 

6162  699 

49  502 

17 

2447  281 

245  725 

282  098 

66 

6206  611 

43  912   • 

16 

2185  242 

262  039 

300  441 

65 

6245  138 

38  527 

15 

1904  954 

280  288 

321  117 

64 

6278  463 

33  325 

14 

1604  084 

300  870 

344  655 

63 

6306  749 

28  286 

13 

1279  771 

324  313 

371  745 

62 

6330  147 

23  398 

12 

0928  463 

351  308 

403  314 

61 

6348  786 

18  639 

11 

0545  683 

382  780 

440  656 

60 

6362  785 

13  999 

10 

v-0125  659 

420  024 

485  596 

59 

6372  246 

9  461 

09 

V8-9660  793 

464  866 

540  833 

58 

6377  263 

5  017 

08 

9140  790 

520  003 

610  509 

57 

6377  916 

+  0-0000  653 

07 

8551  211 

589  579 

701  329 

56 

6374  271 

—  0-0003  645 

06 

7870  913 

680  298 

824  949 

55 

6366  392 

7  879 

05 

7067  097 

803  816 

1003  504 

54 

6354  326 

12  066 

04 

6084  830 

982  267 

1285  055 

53 

6338  113 

16  213 

03 

4821  117 

1263  713 

1797  840 

52 

6317  784 

20  329 

02 

3044  723 

1776  394 

0.3048  489 

51 

6293  364 

24  420 
—  0-0028  500 

01 

V8-0017  787  "~ 

0-3026  936 

—  2-50 

V6264  864 

—  2-00 

—  OO 

139 


JC 

-]ogr(.r+ 

2-00 

—  CX) 

1-99 

WV7-9981  065 

98 

«y8-2971  282 

97 

4710  966 

96 

5937  978 

95 

6883  557 

94 

7650  703 

93 

8294  354 

92 

8847  309 

91 

9330  716 

90 

WV8-9759  018 

89 

WV0142  514 

88 

0488  805 

87 

0803  665 

86 

1091  576 

85 

1356  095 

84 

1600  083 

83 

1825  880 

82 

2035  424 

81 

2230  332 

80 

2411  975 

79 

2581  518 

78 

2739  961 

77 

2888  170 

76 

3026  898 

75 

3156  802 

74 

3278  458 

73 

3392  380 

72 

3499  014 

71 

3598  765 

70 

3691  990 

69 

3779  008 

68 

3860  104 

67 

3935  534 

66 

4005  530 

65 

4070  299 

64 

4130  025 

63 

4184  873 

62 

4234  997 

61 

4280  527 

60 

4321  585 

59 

4358  275 

58 

4390  692 

57 

4418  919 

56 

4443  025 

55 

4463  075 

54 

4479  119 

53 

4491  199 

52 

4499  348 

51 

4503  595 

1-50 

«v4503  951 

0   A- 

:r 

-l0gr(x+l) 

A 

JC      - 

-l0gr(x+l) 

A 

—  1-50 

«v4503  951 

0-0003  525 

—  1-00 

—  oo 

49 

4500  426  ~" 

—  0-99 

V8-0024  713 

+  0-2990  217 

48 

4493  019 

7  407 

98 

3059  021  +°-^°3^3°« 

1739  684 

11  296 

1784  228 

47 

4481  723 

97 

4843  249 

1227  012 

46 

4466  518 

15  205 

96 

6115  266 

1272  017 

945  579 

19  140 

991  055 

45 

4447  378 

95 

7106  321 

767  146 

44 

4424  268 

23  110 

94 

7919  424 

813  103 

643  651 

43 

4397  145 

27  123 

93 

8609  525 

690  101 

552  955 

42 

4365  951 

31  194 

-  92 

9209  431 

599  906 

483  407 

41 

4330  626 

35  325 

91 

V8-9740  302 

530  871 

428  302 

40 

4291  093 

39  533 

90 

v-0216  593 

476  291 

383  496 

43  829 

432  021 

39 

4247  264 

89 

0648  614 

346  291 

48  221 

395  364 

38 

4199  043 

88 

1043  978 

314  860 

37 

4146  315 

52  728 

87 

1408  472 

364  494 

287  911 

36 

4088  958 

57  357 

86 

1746  591 

338  119 

264  519 

35 

4026  825 

62  133 

85 

2061  906 

315  315 

243  988 

34 

3959  760 

67  065 

84 

2357  290 

295  384 

225  797 

33 

3887  584 

72  176 

83 

2635  099 

277  809 

209  544 

32 

3810  098 

77  486 

82 

2897  285 

262  186 

194  908 

31 

3727  080 

83  018 

81 

3145  482 

248  197 

181  643 

88  799 

235  593 

30 

3638  281 

80 

3381  075 

169  543 

29 

3543  422 

94  859 

79 

3605  247 

224  172 

15^  443 

101  229 

- 

213  768 

28 

3442  193 

78 

3819  015 

148  209 

27 

3334  245 

107  948 

77 

4023  263 

204  248 

138  728 

26 

3219  181 

115  064 

76 

4218  762 

195  499 

129  904 

25 

3096  562 

122  619 

75 

4406  189 

187  427 

121  656 

24 

2965  884 

130  678 

74 

4586  141 

179  952 

113  922 

139  305 

173  010 

23 

2826  579 

73 

4759  151 

106  634 

148  582 

166  538 

22 

2677  997 

72 

4925  689 

99  751 

21 

2519  394 

158  603 

71 

5086  182 

160  493 

93  225 

169  481 

154  828 

20 

2349  913 

70 

5241  010 

87  018 

19 

2168  563 

181  350 

69 

5390  517 

149  507 

81  096 

194  377 

144  498 

18 

1974  186 

68 

5535  015 

75  430 

17 

1765  422 

208  764 

67 

5674  786 

139  771 

69  996 

16 

1540  662 

224  760 

66 

5810  091 

135  305 

64  769 

15 

1297  976 

242  686 

65 

5941  165 

131  074 

59  726 

14 

1035  035 

262  941 

64 

6068  225 

127  060 

54  848 

13 

0748  987 

286  048 

63 

6191  468 

123  243 

50  124 

12 

0436  283 

312  704 

62 

6311080 

119  612 

45  530 

11 

«v0092  453 

343  830 

61 

6427  229 

116  149 

41  058 

10 

«v8-9711  732 

380  721 

60 

6540  072 

112  843 

36  690 

09 

9286  528 

425  204 

59 

6649  755 

109  683 

32  417 

08 

8806  552 

479  976 

58 

6756  412 

106  657 

28  227 

07 

8257  373 

549  179 

57 

6860  170 

103  758 

24  106 

06 

7617  854 

639  519 

56 

6961  145 

100  975 

20  050 

05 

6855  204 

762  650 

55 

7059  448 

98  303 

16  044 

04 

5914  497 

940  707 

54 

7155  181 

95  733 

12  080 

03 

4692  745 

1221  752 

53 

7248  440 

93  259 

8  149, 

02 

«v8-2958  721 

1734  024 

52 

7339  315 

90  875 

4  247 

01 

WV7-9974  573  "" 

0-2984  148 

51 

7427  893 

88  578 

-f  0-0000  356 

-  1-00 

—  oo 

—  0-50 

v-7514  251  "^ 

0-0086  358 

1 8* 


I40 


JC     - 

-iogr(^+ 

I)   A 

0-50 

V7514  251 

+  0'0084  214 

49 

7598  465 

48 

7680  607 

82  142 

47 

7760  744 

80  137 

46 

7838  940 

78  196 

45 

7915  253 

76313 
74  488 

44 

7989  741 

43 

8062  460 

72  719 

42 

8133  458 

70  998 

41 

8202  787 

69  329 

40 

8270  493 

67  706 
66  125 

39 

8336  618 

64  589 

38 

8401  207 

63  091 

37 

8464  298 

61  635 

36 

8525  933 

60  212 

35 

8586  145 

58  826 

34 

8644  971 

57  474 

33 

8702  445 

56  153 

32 

8758  598 

31 

8813  463 

54  865 
53  605 

30 

8867  068 

29 

8919  442 

52  374 

28 

8970  613 

51  171 
49  994 

27 

9020  607 

48  841 

26 

9069  448 

25 

9117  162 

47  714 
46  610 

24 

9163  772 

23 

9209  301 

45  529 

22 

9253  770 

44  469 

21 

9297  201 

43  431 

20 

9339  613 

42  412 

19 

9381  027 

41  414 

18 

9421  461 

40  434 

17 

9460  933 

39  472 
38  529 

16 

9499  462 

15 

9537  063 

37  601 

14 

9573  755 

36  692 

13 

9609  553 

35  798 

12 

9644  471 

34  918 

11 

9678  526 

34  055 
33  206 

10 

9711  732 

09 

9744  103 

32  371 
31  549 

08 

9775  652 

07 

9806  393 

30  741 

06 

9836  341 

29  948 
29  163 

05 

9865  504 

28  393 

04 

9893  897 

03 

9921  532 

27  635 
26  889 

02 

9948  421 

0-01 

V9974  573 

26  152 

O'OO 

00000  000 

+  0-0025  427 

X   - 

-\ogY{x-\- 

I)    A 

000 

O'OOOO  000 

+  0-0024  713 

01 

0024  713 

24  008 

02 

0048  721 

23  315 

03 

0072  036 

22  630 

04 

0094  666 

21  955 

05 

0116  621 

21  290 

06 

0137  911 

20  634 

07 

0158  545 

19  986 

08 

0178  531 

19  346 

09 

0197  877 

18  716 

10 

0216  593 

18  094 

11 

0234  687 

17  479 

12 

0252  166 

16  872 

13 

0269  038 

16  273 

14 

0285  311 

15  682 

15 

0300  993 

15  097 

16 

0316  090 

14  520 

17 

0330  610 

13  950 

18 

0344  560 

13  386 

19 

0357  946 

12  829 

20 

0370  775 

12  279 

21 

0383  054 

11  734 

22 

0394  788 

11  197 

23 

0405  985 

10  665 

24 

0416  650 

10  139 

25 

0426  789 

9  619 

26 

0436  408 

9  105 

27 

0445  513 

8  596 

28 

0454  109 

8  093 

29 

0462  202 

7  595 

30 

0469  797 

7  103 

31 

0476  900 

6  615 

32 

0483  515 

6  132 

33 

0489  647 

5  655 

34 

0495  302 

5  183 

35 

0500  485 

4  715 

36 

0505  200 

4  251 

37 

0509  451 

3  793 

38 

0513  244 

3  339 

39 

0516  583 

2  889 

40 

0519  472 

2  444 

41 

0521  916 

2  003 

42 

0523  919 

1  566 

43 

0525  485 

1  133 

44 

0526  618 

705 

45 

0527  323 

46 

0527  603 

+  0-0000  280 
—  0-0000  142 

47 

0527  461 

558 
971 

48 

0526  903 

49 

0525  932 

—  0-0001  381 

0-50 

0-0524  551 

X  - 

-logr(.r+i) 

A 

0-50 

0-0524  551 

51 

0522  763  ~ 

0-0001  788 

52 

0520  574 

2  189 
2  589 

53 

0517  985 

2  983 

54 

0515  002 

3  376 

55 

0511  626 

3  765 

56 

0507  861 

4  150 

57 

0503  711 

4  533 

58 

0499  178 

4  911 

59 

0494  267 

5  287 

60 

0488  980 

5  660 

61 

0483  320 

6  030 

62 

0477  290 

6  397 

63 

0470  893 

6  760 

64 

0464  133 

7  122 

65 

0457  011 

7  479 

66 

0449  532 

7  835 

67 

0441  697 

8  188 

68 

0433  509 

8  537 

69 

0424  972 

8  884 

70 

0416  088 

9  229 

71 

0406  S59 

9  571 

72 

0397  288 

9  910 

73 

0387  378 

10  247 

74 

0377  131 

10  582 

75 

0366  549 

10  913 

76 

0355  636 

11  242 

77 

0344  394 

11  570 

78 

0332  824 

11  894 

79 

0320  930 

12  217 

80 

0308  713 

12  536 

81 

0296  177 

12  855 

82 

0283  322 

13  170 

83 

0270  152 

13  483 

84 

0256  669 

13  795 

85 

0242  874 

14  104 

86 

0228  770 

14  410 

87 

0214  360 

14  716 

88 

0199  644 

15  018 

89 

0184  626 

15  319 

90 

0169  307 

15  618 

91 

0153  689 

15  915 

92 

0137  774 

16  210 

93 

0121  564 

16  502 

94 

0105  062 

16  794 

95 

0088  268 

17  083 

96 

0071  185 

17  370 

97 

0053  815 

17  655 

98 

0036  160 

17  939 

99 

0018  221 

0-0018  221 

1  00 

00000  000 

141 


X    - 

-logr(-r-fi 

A 

1-00 

0-0000  000 



0-0018  501 

01 

V9981 499 

18  780 

02 

9962  719 

19  055 

03 

9943  664 

19  331 

04 

9924  333 

19  605 

05 

9904  728 

19  876 

06 

9884  852 

20  145 

07 

9864  707 

20  414 

08 

9844  293 

20  681 

09 

9823  612 

20  946 

10 

9802  666 

21  209 

11 

9781  457 

21  471 

12 

9759  986 

21  732 

13 

9738  254 

21  992 

14 

9716  262 

22  247 

15 

9694  015 

22  505 

16 

9671  510 

22  759 

17 

9648  751 

23  011 

18 

9625  740 

23  264 

19 

9602  476 

23  513 

20 

9578  963 

23  763 

21 

9555  200 

24  019 

22 

9531  190 

24  256 

23 

9506  934 

24  501 

24 

9482  433 

24  744 

25 

9457  689 

24  986 

26 

9432  703 

25  227 

27 

9407  476 

25  467 

28 

9382  009 

25  704 

29 

9356  305 

25  942 

•  30 

9330  363 

26  176 

31 

9304  187 

26  411 

32 

9277  776 

26  645 

33 

9251  131' 

26  877 

34 

9224  254 

27  107 

35 

9197  147 

27  336 

36 

9169  811 

27  566 

37 

9142  245 

27  792 

38 

9114  453 

28  018 

39 

9086  435 

28  243 

40 

9058  192 

28  467 

41 

9029  725 

28  689 

42 

9001  036 

28  911 

43 

8972  125 

29  132 

44 

8942  993 

29  350 

45 

8913  643 

46 

8884  074 

29  569 

47 

8854  288 

29  786 

30  002 

48 

8824  286 

30  217 

49 

8794  069 

-  0-0030  431 

1-50 

V8763  638  " 

.V     - 

-logr(.r+i) 

A 

1-50 

V8763  638 

0-0030  644 

51 

8732  994  ~ 

30  856 

52 

8702  138 

31  067 

53 

8671  071 

31  276 

54 

8639  795 

31  486 

55 

8608  309 

31  694 

56 

8576  615 

31  901 

57 

8544  714 

32  107 

58 

8512  607 

32  311 

59 

8480  296 

32  516 

60 

8447  780 

32  719 

61 

8415  061 

32  921 

62 

8382 140 

33  123 

63 

8349  017 

33  322 

64 

8315  695 

33  523 

65 

8282  172 

33  721 

66 

8248  451 

33  919 

67 

8214  532 

34  116 

68 

8180  416 

34  311 

69 

8146  105 

34  506 

70 

8111  599 

34  701 

71 

8076  898 

34  894 

72 

8042  004 

35  087 

73 

8006  917 

35  278 

74 

7971  639 

35  470 

75 

7936  169 

35  660 

76 

7900  509 

35  848 

77 

7864  661 

36  037 

78 

7828  624 

36  224 

79 

7792  400 

36  412 

80 

7755  988 

36  597 

81 

7719  391 

36  783 

82 

7682  608 

36  967 

83 

7645  641 

37  150 

84 

7608  491 

37  334 

85 

7571  157 

37  516 

86 

7533  641 

37  697 

87 

7495  944 

37  878 

88 

7458  066 

38  058 

89 

7420  008 

38  237 

90 

7381  771 

38  416 

91 

7343  355 

38  593 

92 

7304  762 

38  771 

93 

7265  991 

38  946 

94 

7227  045 

39  123 

95 

7187  922 

39  298 

96 

7148  624 

39  471 

97 

7109  153 

39  645 

98 

7069  508 

39  818 

99 

7029  690 



0-0039  990 

2-00 

V6989  700 

X- 

-logr(jr-l-i 

2-00 

v-6989  700 

01 

6949  538  " 

02 

6909  205 

03 

6868  704 

04 

6828  031 

05 

6787  189 

06 

6746  180 

07 

6705  004 

08 

6663  660 

09 

6622  149 

10 

6580  473 

11 

6538  632 

12 

6496  627 

13 

6454  458 

14 

6412  124 

15 

6369  630 

16 

6326  972 

17 

6284  154  , 

18 

6241  175 

19 

6198  035 

20 

6154  736 

21 

6111  277 

22 

6067  660 

23 

6023  885 

24 

5979  953 

25 

5935  864 

26 

5891  619 

27 

5847  217 

28 

5802  661 

29 

5757  950 

30 

5713  085 

31 

5668  067 

32 

5622  896 

33 

5577  572 

34 

5532  095 

35 

5486  468 

36 

5440  691 

37 

5394  762 

38 

5348  683 

39 

5302  456 

40 

5256  080 

41 

5209  555 

42 

5162  882 

43 

5116  062 

44 

5_069  095 

45 

5021  982 

46 

4974  723 

47 

4927  318 

48 

4879  769 

49 

4832  076 

2-50 

V4784  238 

I   A 

0-0040  162 
40  333 
40  501 
40  673 

40  842 

41  009 
41  176 
41  344 
41  511 
41  676 

41  841 

42  005 
42  169 
42  334 
42  494 
42  658 
42  818 

42  979 

43  140 
43  299 
43  459 
43  617 
43  775 

43  932 

44  089 
44  245 
44  402 
44  556 
44  711 

44  865 

45  018 
45  171 
45  324 
45  477 
45  627 
45  777 

45  929 

46  079 
46  227 
46  376 
46  525 
46  673 
46  820 

46  967 

47  113 
47  259 
47  405 
47  549 
47  693 

-  0-0047  838 


142 


.r  - 

-iogr(.v+i) 

A 

o: 

-iosr(a4 

i)   A 

2-50 

V4784  238 

3-00 

V2218  487 



0-0047  981 

—  0-0054  614 

51 

4736  257 

48  124 

01 

2163  873 

54  737 

52 

4688  133 

.  02 

2109  136 

53 

4639  866 

48  267 

03 

2054  278 

54  858 

54 

4591  458 

48  408 
48  551 

04 

1999  295 

54  983 

55  104 

55 

4542  907 

48  692 

05 

1944  191 

55  225 

56 

4494  215 

48  832 

06 

1888  966 

55  346 

57 

4445  383 

07 

1833  620 

58 

4396  410 

48  973 

49  112 

08 

1778  153 

55  467 
55  589 

59 

4347  298 

09 

1722  564 

60 

4298  047 

49  251 

10 

1666  856 

55  708 

61 

4248  656 

49  391 

11 

1611  028 

55  828 

62 

4199  127 

49  529 
49  667 

12 

1555  081 

55  947 

56  066 

63 

4149  460 

13 

1499  015 

64 

4099  656 

49  804 
49  943 

14 

1442  828 

56  187 
56  304 

65 

4049  713 

15 

1386  524 

66 

3999  635 

50  078 

16 

1330  101 

56  423 

67 

3949  419 

50  216 

17 

1273  561 

56  540 

68 

3899  068 

50  351 

18 

1216  904 

56  657 

69 

3848  582 

50  486 
50  621 

19 

1160  128 

56  776 
56  892 

70 

3797  961 

20 

1103  236 

71 

3747  205 

50  756 
50  890 

21 

1046  227 

57  009 
57  126 

72 

3696  315 

51  024 

22 

0989  101 

57  241 

73 

3645  291 

51  158 

23 

0931  860 

57  357 

74 

3594  133 

51  291 

24 

0874  503 

57  473 

75 

3542  842 

51  424 

25 

0817  030 

57  587 

76 

3491 418 

51  555 

26 

0759  443 

57  704 

77 

3439  863 

51  687 

27 

0701  739 

57  816 

78 

3388  176 

51  818 

28 

0643  923 

57  932 

79 

3336  358 

29 

0585  991 

80 

3284  408 

51  950 

30 

0527  946 

58  045 

81 

3232  328 

52  080 

31 

0469  787 

58  159 

82 

3180  117 

52  211 

32 

0411  515 

58  272 

83 

3127  777 

52  340 
52  469 

33 

0353  130 

58  385 
58  500 

84 

3075  308 

34 

0294  630 

85 

3022  708 

52  600 

35 

0236  020 

58  610 

86 

2969  981 

52  727 

36 

0177  298 

58  722 

87 

2917  125 

52  856 

37 

0118  463 

58  835 

88 

2864  141 

52  984 

38 

0059  516 

58  947 

89 

2811  030 

53  111 
53  239 

39 

vOpOO  459 

59  057 
59  168 

90 

2757  791 

40 

V8-9941  291 

91 

2704  425 

53  366 

41 

9882  011 

59  280 

92 

2650  933 

53  492 

42 

9822  621 

59  390 

93 

2597  315  - 

53  618 

43 

9763  121 

59  500 

94 

2543  572 

53  743 

44 

9703  511 

59  610 

95 

2489  702 

53  870 

45 

9643  791 

59  720 

96 

2435  707 

53  995 

46 

9583  962 

59  829 

97 

2381  589 

54  118 

47 

9524  023 

59  939 

98 

2327  345 

54  244 

48 

9463  977 

60  046 

99 

2272  978 

54  367 

49 

9403  822 

60  155 

3-00 

V2218  487  ~" 

0-0054  491 

3-50 

V8-9343  558 

—  0-0060  264 

a: 

-logr(.r-fl) 

A 

3-50 

V8-9343  558 

51 

9283  186  "" 

0-0060  372 
60  480 

52 

9222  706 

53 

9162  119 

60  587 
60  694 

54 

9101  425 

60  802 

55 

9040  623 

60  908 

56 

8979  715 

57 

8918  701 

61  014 

58 

8857  580 

61  121 

59 

8796  354 

61  226 

60 

8735  022 

61  332 

61 

8673  584 

61  438 

62 

8612  041 

61  543 

63 

8550  394 

61  647 

64 

8488  642 

61  752 

65 

8426  784 

61  858 

66 

8364  824 

61  960 

67 

8302  758 

62  066 

68 

8240  590 

62  168 

69 

8178  318 

62  272 

,70 

8115  944 

62  374 

71 

8053  466 

62  478 

72 

7990  886 

62  580 

73 

7928  203 

62  683 

74 

7865  417   . 

62  786 

75 

7802  529 

62  888 

76 

7739  540 

62  989 

77 

7676  449 

63  091 

78 

7613  258 

63  191 

79 

7549  966 

63  292 

80 

7486  572 

63  394 

81 

7423  078 

63  494 

82 

7359  483 

63  595 

83 

7295  789 

63  694 

84 

7231  996 

63  793 

85 

7168  101 

63  895 

86 

7104  108 

63  993 

87 

7040  015 

64  093 

88 

6975  824 

64  191 

89 

6911  534 

64  290 
64  389 

90 

6847  145 

91 

6782  657 

64  488 
64  585 

92 

6718  072 

64  683 

93 

6653  389 

94 

6588  610 

64  779 
64  879 

95 

6523  731 

64  976 

96 

6458  755 

65  071 

97 

6393  684 

65  170 

98 

6328  514 

65  265 

99 

6263  249 

4-00 

V8-6197  887  ~ 

0-0065  362 

'43 


X  -iogr(-v+ 

4*00  v8'6197  887 

01  6132  429 

02  6066  875 

03  6001  228 

04  5935  481 

05  5869  641 

06  5803  706 

07  5737  676 

08  5671  551 

09  5605  331 

10  5539  017 

11  5472  610 

12  5406  109 

13  5339  514 

14  5272  825 

15  5206  043 

16  5139  168 

17  5072  200 

18  5005  141 

19  4937  988 

20  4870  743 

21  4803  406 

22  4735  976 

23  4668  456 

24  4600  844 

25  4533  141 

26  4465  347 

27  4397  460 

28  4329  485 

29  4261  418 

30  4193  261 

31  4125  014 

32  4056  678 

33  3988  251 

34  3919  733 

35  3851  127 

36  3782  433 

37  3713  649 

38  3644  775 

39  3575  814 

40  3506  764 

41  3437  625 

42  3368  398 

43  3299  084 

44  3229  681 

45  3160  191 

46  3090  613 

47  3020  948 

48  2951  197 

49  2881  359 
4-50  V8-2811  433 


I) 


-  0-0065  458 

65  554 
65  647 
65  747 
65  840 

65  935 

66  030 
66  125 
66  220 
66  314 
66  407 
66  501 
66  595 
66  689 
66  782 
66  875 

66  968 

67  059 
67  153 
67  245 
67  337 
67  430< 
67  520 
67  612 
67  703 
67  794 
67  887 

67  975 

68  067 
68  157 
68  247 
68  336 
68  427 
68  518 
68  606 
68  694 
68  784 
68  874 

68  961 

69  050 
69  139 
69  227 
69  314 
69  403 
69  490 
69  578 
69  665 
69  751 
69  838 

—  0-0069  926 


.V  - 

-logr(a-+l) 

A 

4-50  V 

8-2811  433 



0-0070  012 

51 

2741  421 

70  099 

52 

2671 322 

70  185 

53 

2601  137 

70  271 

54 

2530  866 

70  357 

55 

2460  509 

70  442 

56 

2390  067 

70  528 

57 

2319  539 

70  614 

58 

2248  925 

70  698 

59 

2178  227 

70  783 

60 

2107  444 

70  869 

61 

2036  575 

70  954 

62 

1965  621 

71  037 

63 

1894  584 

71  122 

64 

1823  462 

71  208 

65 

1752  254 

71  289 

66 

1680  965 

71  376 

67 

1609  589 

71  458 

68 

1538  131 

71  541 

69 

1466  590 

71  625 

70 

1394  965 

71  708 

71 

1323  257 

71  791 

72 

1251  466 

71  874 

73 

1179  592 

74 

1107  634 

71  958 

72  041 

75 

1035  593 

72  123 

76 

0963  470 

72  205 

77 

0891  265 

72  286 

78 

0818  979 

72  368 

79 

0746  611 

72  451 

80 

0674  160 

72  533 

81 

0601  627 

72  614 

82 

0529  013 

72  695 

83 

0456  318 

72  776 

84 

0383  542 

72  858 

85 

0310  684 

72  939 

86 

0237  745 

73  020 

87 

0164  725 

73  099 

88 

0091  626 

73  181 

•  89 

V8-0018  445 

73  261 

90 

V7-9945  184 

73  342 

91 

9871  842   • 

73  421 

92 

9798  421 

73  501 

93 

9724  920 

73  579 

94 

9651  341 

73  662 

95 

9577  679 

73  741 

96 

9503  938 

73  818 

97 

9430 120 

73  899 

98 

9356  221 

99 

9282  244 

73  977 

5-00 

V7-9208  187 

-  0-0074  057 

.r  -logr(a--| 
5-00  V7-9208  187 

01  9134  052 

02  9059  838 

03  8985  548 

04  8911  176 

05  8836  727 

06  8762  201 

07  8687  596 

08  8612  914 

09  8538  153 

10  8463  315 

11  8388  401 

12  8313  409 

13  8238  340 

14  8163  194 

15  8087  971 

16  8012  671 

17  7937  295 

18  7861  843 

19  7786  314 

20  7710  710 

21  7635  029 

22  7559  271 

23  7483  439 

24  7407  531 

25  7331  548 

26  7255  490 

27  7179  354 

28  7103  146 

29  7026  861 

30  6950  502 

31  6874  069 

32  6797  562 

33  6720  979 

34  6644  320 

35  6567  589 

36  6490  785 

37  6413  906 

38  6336  952 

39  6259  926 

40  6182  826 

41  6105  652 

42  6028  405 

43  5951  086 

44  5873  692 

45  5796  226 

46  5718  687 

47  5641  075 

48  5563  391 

49  5485  636 
5-50  V7-5407  806 


—  0-0074  135 
74  214 
74  290 
74  372 
74  449 
74  526 
74  605 
74  682 
74  761 
74  838 
74  914 

74  992 

75  069 
75  146 
75  223 
75  300 
75  376 
75  452 
75  529 
75  604 
75  681 
75  758 
75  832 
75  908 

75  983 

76  058 
76  136 
76  208 
76  285 
76  359 
76  433 
76  507 
76  583 
76  659 
76  731 
76  804 
76  879 

76  954 

77  026 
77  100 
77  174 
77  247 
77  319 
77  394 
77  466 
77  539 
77  612 
77  684 
77  755 

0-0077  830 


144 


x 

-iogr(a-+i) 

A 

•50 

v7'5407  806 



0-0077  901 

51 

5329  905 

77  974 

52 

5251  931 

53 

5173  886 

78  045 
78  118 

54 

5095  768 

78  189 

55 

5017  579 

78  260 

56 

4939  319 

78  332 

57 

4860  987 

78  404 

58 

4782  583 

59 

4704  109 

78  474 

60 

4625  564 

78  545 
78  618 

61 

4546  946 

62 

4468  258 

78  688 
78  758 

63 

4389  500 

78  829 

64 

4310  671 

78  901 

65 

4231  770 

78  969 

66 

4152  801 

67 

4073  758 

79  043 

68 

3994  648 

79  110 
79  181 

69 

3915  467 

79  251 

70 

3836  216 

71 

3756  896 

79  320 
79  390 

72 

3677  506 

79  460 

73 

3598  046 

79  531 

74 

3518  515 

79  600 

75 

3438  915 

76 

3359  245 

79  670 
79  738 

77 

3279  507 

79  806 

78 

3199  701 

79  876 

79 

3119  825 

79  945 

80 

3039  880 

80  014 

81 

2959  866 

80  083 

82 

2879  783 

80  151 

83 

2799  632 

80  218 

84 

2719  414 

80  289 

85 

2639  125 

80  356 

86 

2558  769 

80  425 

87 

2478  344 

80  491 

88 

2397  853 

80  561 

89 

2317  292 

80  628 

90 

2236  664 

91 

2155  967 

80  697 

92 

2075  204 

80  763 

93 

1994  373 

80  831 
80  896 

94 

1913  477 

95 

1832  509 

80  968 

96 

1751475 

81  034 
81  098 

97 

1670  377 

81  168 

98 

1589  209 

81  233 

99 

1507  976 



0-0081  302 

yoo 

v7'1426  674 

JC    — 

-logr(.r+l) 

A 

6-00 

V7-1426  674 



0-0081  367 

01 

1345  307 

81  434 

02 

1263  873. 

81  498 

03 

1182  375 

81  568 

04 

1100  807 

81  634 

05 

1019  173 

81  698 

06 

0937  475 

81  766 

07 

0855  709 

81  831 

08 

0773  878 

81  898 

09 

0691  980 

81  963 

10 

0610  017 

82  028 

11 

0527  989 

82  094 

12 

0445  895 

82  160 

13 

0363  735 

82  225 

14 

0281  510 

82  290 

15 

0199  220 

82  356 

16 

0116  864 

17 

V7-0034  443 

82  421 
82  485 

18 

V6-9951  958 

19 

9869  408 

82  550 

20 

9786  793 

82  615 

21 

9704  113 

82  680 
82  746 

22 

9621  367 

82  808 

23 

9538  559 

24 

9455  685 

82  874 
82  937 

25 

9372  748 

83  001 

26 

9289  747 

83  068 

27 

9206  679 

83  129 

28 

9123  550 

83  195 

29 

9040  355 

83  258 

30 

8957  097 

83  322 

31 

8873  775 

83  384 

32 

8790  391 

83  449 

33 

8706  942 

83  515 

34 

8623  427 

83  575 

35 

8539  852 

83  638 

36 

8456  214 

83  702 

37 

8372  512 

83  767 

38 

8288  745 

83  828 

39 

8204  917 

83  891 

40 

8121  026 

83  954 

41 

8037  072 

84  017 

42 

7953  055 

84  079 

43 

7868  976 

84  143 

44 

7784  833 

84  204 

45 

7700  629 

84  267 

46 

7616  362 

84  330 

47 

7532  032 

84  391 

48 

7447  641 

84  452 

49 

7363  189 

0-0084  517 

6-50 

V6-7278  672  ~ 

,v  —log  r(jvr-l- 

6-50  V6-7278  672 

51  7194  095 

52  7109  455 

53  7024  754 

54  6939  991 

55  6855  166 

56  6770  281 

57  6685  333 

58  6600  324 

59  6515  255 

60  6430  125 

61  6344  931 

62  6259  678 

63  6174  365 

64  6088  990 

65  6003  554 

66  5918  059 

67  5832  500 

68  5746  883 

69  5661  206 

70  5575  468 

71  5489  671 

72  5403  813 

73  5317  895 

74  5231  916 

75  5145  877 

76  5059  778 

77  4973  620 

78  4887  404 

79  4801  127 

80  4714  791 

81  4628  395 

82  4541  939 

83  4455  425 

84  4368  853 

85  4282  219 

86  4195  528 

87  4108  777 

88  4021  969 

89  3935  100 

90  3848  173 

91  3761  187 

92  3674  143 

93  3587  041 

94  3499  882 

95  3412  661 

96  3325  383 

97  3238  049 

98  3150  655 

99  3063  204 
7-00  V6-2975  694 


I) 


0-0084  577 
84  640 
84  701 
84  763 
84  825 
84  885 

84  948 

85  009 
85  069 
85  130 
85  194 
85  253 
85  313 
85  375 
85  436 
85  495 
85  559 
85  617 
85  677 
85  738 
85  797 
85  858 
85  918 

85  979 

86  039 
86  099 
86  158 
86  216 
86  277 
86  336 
86  396 
86  456 
86  514 
86  572 
86  634 
86  691 
86  751 
86  808 
86  869 
86  927 

86  986 

87  044 
87  102 
87  159 
87  221 
87  278 
87  334 
87  394 
87  451 

-00087  510 


'45 


x 

-logr(.r+i) 

A 

7-00 

v6*2975  694 

01 

2888 127  ~ 

0-0087  567 

02 

2800  502 

87  625 

03 

2712  822 

87  680 

04 

2625  080 

87  742 

05 

2537  282 

87  798 

06 

2449  428 

87  854 

07 

2361  515 

87  913 

08 

2273  545 

87  970 

09 

2185  518 

88  027 

10 

2097  434 

88  084 

11 

2009  293 

88  141 
88  198 

12 

1921  095 

13 

1832  840 

88  255 

14 

1744  528 

88  312 

15 

1656  160 

88  368 

16 

1567  734 

88  426 

17 

1479  251 

88  483 

18 

1390  714 

88  537 

19 

1302  119 

88  595 

20 

1213  468 

88  651 

21 

1124  760 

88  708 

22 

1035  995 

88  765 

23 

0947 176 

88  819 

24 

0858  299 

88  877 

25 

0769  368 

88  931 

26 

0680  381 

88  987 

27 

0591  335 

89  046 

28 

0502  236 

89  099 

29 

0413  080 

89  156 

30 

0323  868 

89  212 

31 

0234  601 

89  267 

32 

0145  280 

89  321 

33 

V6-0055  902 

89  378 

34 

V5-9966  466 

89  436 

35 

9876  979 

89  487 

36 

9787  436 

89  543 

37 

9697  837 

89  599 

38 

9608  181 

89  656 

39 

9518  473 

89  708 

40 

9428  709 

89  764 

41 

9338  890 

89  819 

42 

9249  016 

89  874 

43 

9159  088 

89  928 

44 

9069  104 

89  984 

90  038 

45 

8979  066 

90  092 

46 

8888  974 

90  148 

47 

8798  826 

90  201 

48 

8708  625 

90  254 

49 

8618  371 



00090  312 

7-50 

V5-8528  059 

X 

-logr(a-+l) 

A 

7-50 

V5-8528  059 

51 

8437  696  ~ 

0-0090  363 

52 

8347  277 

90  419 

53 

8256  804 

90  473 

54 

8166  278 

90  526 

55 

8075  696 

90  582 

56 

7985  063 

90  633 

57 

7894  374 

90  689 

58 

7803  632 

90  742 

59 

7712  837 

90  795 

60 

7621  989 

90  848 

61 

7531  084 

90  905 

62 

7440  128 

90  956 

63 

7349  120 

91  008 

64 

7258  056 

91  064 

65 

7166  940 

91  116 

66 

7075  771 

91  169 

67 

6984  546 

91  225 

68 

6893  271 

91275 

69 

6801  943 

91  328 

70 

6710  561 

91  382 

71 

6619  127 

91  434 

72 

6527  640 

91  487 

73 

6436  100 

91  540 

74 

6344  506 

91  594 

75 

6252  860 

91  646 

76 

6161  161 

91  699 

77 

6069  410 

91  751 

78 

5977  608 

91  802 

79 

5885  752 

91  856 

80 

5793  845 

91  907 

81 

5701  885 

91  960 

82 

5609  871 

92  014 

83 

5517  807 

92  064 

84 

5425  692 

92  115 

85 

5333  522 

92  170 

86 

5241  303 

92  219 

87 

5149  030 

92  273 

88 

5056  707 

92  323 

89 

4964  330 

92  377 

90 

4871  902 

92  428 

91 

4779  422 

92  480 
92  531 

92 

4686  891 

93 

4594  309 

92  582 
92  632 

94 

4501  677 

95 

4408  990 

92  687 

96 

4316  252 

92  738 

97 

4223  466 

92  786 

98 

4130  626 

92  840 

99 

4037  736 

92  890 
0-0092  942 

800 

V5-3944  794  ~ 

X 

-logr(.r+0 

A 

-00 

V5-3944  794 

01 

3851  802  ~ 

0-0092  992 

02 

3758  758 

93  044 

03 

3665  667 

93  091 

04 

3572  520 

93  147 

05 

3479  323 

93  197 

06 

3386  078 

93  245 

07 

3292  780 

93  298 

08 

3199  431 

93  349 

09 

3106  033 

93  398 

10 

3012  584 

93  449 

11 

2919  084 

93  500 

12 

2825  535 

93  549 

13 

2731  935 

93  600 

14 

2638  284 

93  651 

15 

2544  584 

93  700 

16 

2450  832 

93  752 

17 

2357  030 

93  802 

18 

2263  181 

93  849 

19 

2169  280 

93  901 

20 

2075  329 

93  951 

21 

1981  328 

94  001 

22 

1887  277 

94  051 

23 

1793  178 

94  099 

24 

1699  027 

94  151 
94  198 

25 

1604  829 

94  248 

26 

1510  581 

27 

1416  280 

94  301 
94  347 

28 

1321  933 

29 

1227  535 

94  398 

30 

1133  087 

94  448 

31 

1038  591 

94  496 

32 

0944  047 

94  544 
94  595 

33 

0849  452 

34 

0754  805 

94  647 
94  691 

35 

0660  114 

94  741 

36 

0565  373 

94  791 

37 

0470  582 

94  841 

38 

0375  741 

94  888 

39 

0280  853 

94  937 

40 

0185  916 

94  986 

41 

v5  0090  930 

95  035 

42 

V4-9995  895 

95  083 

43 

9900  812 

95  132 

44 

9805  680 

95  181 

45 

9710  499 

95  229 

46 

9615  270 

95  278 

47 

9519  992 

95  326 

48 

9424  666 

95  372 

49 

9329  294 



0-0095  424 

•50 

V4-9233  870 

19 


146 


.r  -iogr(.r+i; 

i-50  V4-9233  870 

51  9138  400  ~^ 

52  9042  881 

53  8947  314 

54  8851  699 

55  8756  035 

56  8660  325 

57  8564  566 

58  8468  759 

59  8372  905 

60  8277  004 

61  8181  052 

62  8085  055 

63  7989  012 

64  7892  919 

65  7796  779 

66  7700  592 

67  7604  355 

68  7508  074 

69  7411745 

70  7315  368 

71  7218  945 

72  7122  475 

73  7025  958 

74  6929  392 

75  6832  779 

76  6736  120 

77  6639  414 

78  6542  663 

79  6445  863 

80  6349  018 

81  6252  126 

82  6155  185 

83  6058  200 

84  5961  169 

85  5864  089 

86  5766  966 

87  5669  794 

88  5572  577 

89  5475  312 

90  5378  002 

91  5280  645 

92  5183  242 

93  5085  794 

94  4988  302 

95  4890  760 

96  4793  172 

97  4695  542 

98  4597  863 

99  4500  139 
900  V4-4402  369 


0-0095  470 
95  519 
95  567 
95  615 
95  664 
95  710 
95  759 
95  807 
95  854 
95  901 
95  952 

95  997 

96  043 
96  093 
96  140 
96  187 
96  237 
96  281 
96  329 
96  377 
96  423 
96  470 
96  517 
96  566 
96  613 
96  659 
96  706 
96  751 
96  800 
96  845 
96  892 
96  941 

96  985 

97  031 
97  080 
97  123 
97  172 
97  217 
97  265 
97  310 
97  357 
97  403 
97  448 
97  492 
97  542 
97  588 
97  630 
97  679 
97  724 

-  0-0097  770 


A-  - 

-logr(.rf  ] 

)   A 

•00  V 

4-4402  369 

-  0-0097  815 

01 

4304  554 

97  861 

02 

4206  693 

97  904 

03 

4108  789 

97  953 

04 

4010  836 

97  999 

05 

3912  837 

98  041 

06 

3814  796 

98  089 

07 

3716  707 

98  134 

08 

3618  573 

98  179 

09 

3520  394 

98  224 

10 

3422  170 

98  270 

11 

3323  900 

98  313 

12 

3225  587 

98  360 

13 

3127  227 

98  405 

14 

3028  822 

98  449 

15 

2930  373 

98  496 

16 

2831 877 

98  540 

17 

2733  337 

98  583 

18 

2634  754 

98  629 

19 

2536 125 

98  674 

20 

2437  451 

98  719 

21 

2338  732 

98  764 

22 

2239  968 

98  807 

23 

2141 161 

98  854 

24 

2042  307 

98  895 

25 

1943  412 

98  941 

26 

1844  471 

98  988 

27 

1745  483 

99  030 

28 

1646  453 

99  075 

29 

1547  378 

99  120 

30 

1448  258 

99  164 

31 

1349  094 

99  206 

32 

1249  888 

99  252 

33 

1150  636 

99  300 

34 

1051  336 

99  338 

35 

0951  998 

99  383 

36 

0852  615 

99  429 

37 

0753  186 

99  473 

38 

0653  713 

99  516 

39 

0554  197 

99  560 

40 

0454  637 

99  603 

41 

0355  034 

99  648 

42 

0255  386 

99  691 

43 

0155  695 

99  735 

44 

V4-0055  960 

99  779 

45 

V3-9956  181 

99  822 

46 

9856  359 

99  867 

47 

9756  492 

99  909 

48 

9656  583 

99  951 

49 

9556  632 

—  0-0099  998 

9-50 

V3-9456  634 

X    — log  T[^-\-i] 

9-50  V3-9456  634 

51  9356  595  "~ 

52  9256  512 

53  9156  385 

54  9056  215 

55  8956  001 

56  8855  746 

57  8755  447 

58  8655  104 

59  8554  719 

60  8454  292 

61  8353  818 

62  8253  304 

63  8152  749 

64  8052  149 

65  7951  506 

66  7850  821 

67  7750  090 

68  7649  320 

69  7548  507 

70  7447  651 

71  7346  753 

72  7245  812 

73  7144  830 

74  7043  802 

75  6942  733 

76  6841  622 

77  6740  468 

78  6639  274 

79  6538  036 

80  6436  757 

81  6335  436 

82  6234  070 

83  6132  665 

84  6031  218 

85  5929  727 

86  5828  197 

87  5726  622 

88  5625  008 

89  5523  349 

90  5421  650 

91  5319  908 

92  5218  125 

93  5116  302 

94  5014  438 

95  4912  529 

96  4810  579 

97  4708  590 

98  4606  558 

99  4504  484 
10-00  V3-4402  369 


0-0100  039 
100  083 
100  127 
100  170 
100  214 
100  255 
100  299 
100  343 
100  385 
100  427 
100  474 
100  514 
100  555 
100  600 
100  643 
100  685 
100  731 
100  770 
100  813 
100  856 
100  898 
100  941 

100  982 

101  028 
101  069 
101  111 
101  154 
101  194 
101  238 
101  279 
101  321 
101  366 
101  405 
101  447 
101  491 
101  530 
101  575 
101  614 
101  659 
101  699 
101  742 
101  783 
101  823 
101  864 
101  909 
101  950 

101  989 

102  032 
102  074 

-  0-0102  115 


•47 


JV-  - 

-l0gr(-v+l) 

A 

.X'     - 

-logr(a-+l) 

A 

10-00 

V3-4402  369 

10-50 

V2-9244  741 

0-0102  156 



00104  173 

01 

4300  213 

102  197 

51 

9140  568 

104  213 

02 

4198  016 

102  236 

52 

9036  355 

104  254 

03 

4095  780 

102  281 

53 

8932  101 

104  292 

04 

3993  499 

102  323 

54 

8827  809 

104  333 

05 

3891  176 

55 

8723  476 

06 

3788  816 

102  360 

56 

8619  107 

104  369 

07 

3686  412 

102  404 

57 

8514  697 

104  410 

08 

3583  968 

102  444 

58 

8410  247 

104  450 

09 

3481  482 

102  486 

59 

8305  759 

104  488 

10 

3378  956 

102  526 

60 

8201  233 

104  526 

11 

3276  388 

102  568 

61 

8096  664 

104  569 

12 

3173  782 

102  606 

62 

7992  059 

104  605 

13 

3071  133 

102  649 

63 

7887  416 

104  643 

14 

2968  442 

102  691 

64 

7782  733 

104  683 

15 

2865  713 

102  729 

65 

7678  010 

104  723 

16 

2762  940 

102  773 

66 

7573  249 

104  761 

17 

2660  127 

102  813 

67 

7468  446 

104  803 

18 

2557  276 

102  851 

68 

7363  607 

104  839 

19 

2454  383 

102  893 

69 

7258  730 

104  877 

20 

2351  449 

102  934 

70 

7153  813 

104  917 

21 

2248  475 

102  974^ 

71 

7048  858 

104  955 

22 

2145  459 

103  016' 

72 

6943  864 

104  994 

23 

2042  405 

103  054 

73 

6838  833 

105  031 

24 

1939  307 

103  098 

74 

6733  759 

105  074 

25 

1836  173 

103  134 

75 

6628  648 

105  111 

26 

1732  997 

103  176 

76 

6523  499 

105  149 

27 

1629  779 

103  218 

77 

6418  311 

105  188 

28 

1526  522 

103  257 

78 

6313  086 

105  225 

29 

1423  224 

103  298 

79 

6207  822 

105  264 

30 

1319  886 

103  338 

80 

6102  519 

105  303 

31 

1216  507 

103  379 

81 

5997  179 

105  340 

32 

1113  091 

103  416 

82 

5891  797 

105  382 

33 

1009  633 

103  458 

83 

5786  380 

105  417 

34 

0906  131 

103  502 

84 

5680  925 

105  455 

35 

0802  595 

103  536 

85 

5575  430 

105  495 

36 

0699  017 

103  578 

86 

5469  899 

105  531 

37 

0595  398 

103  619 

87 

5364  327 

105  572 

38 

0491  739 

103  659 

88 

5258  719 

105  608 

39 

0388  042 

103  697 

89 

5153  070 

105  649 

40 

0284  304 

103  738 

90 

5047  385 

105  685 

41 

0180  527 

103  777 

91 

4941  660 

105  725 

42 

V30076  709 

103  818 

92 

4835  899 

105  761 

43 

V2-9972  852 

103  857 

93 

4730  100 

105  799 

44 

9868  955 

103  897 

94 

4624  265 

105  835 

45 

9765  018 

103  937 

95 

4518  388 

105  877 

46 

9661  042 

103  976 

96 

4412  473 

105  915 

47 

9557  025 

104  017 

97 

4306  524 

105  949 

48 

9452  970 

104  055 

98 

4200  535 

105  989 

49 

9348  877 

104  093 

99 

4094  507 

106  028 

10-50 

V2-9244  741  ~ 

0-0104  136 

11-00 

V2-3988  442  "" 

0-0106  065 

.V     - 

-logr(.V+I 

1100 

V2-3988  442 

01 

3882  340 

02 

3776  200 

03 

3670  025 

04 

3563  808 

05 

3457  553 

06 

3351  265 

07 

3244  936 

08 

3138  570 

09 

3032  167 

10 

2925  726 

11 

2819  247 

12 

2712  734 

13 

2606  181 

14 

2499  590 

15 

2392  964 

16 

2286  298 

17 

2179  595 

18 

2072  858 

19 

1966  082 

20 

1859  269 

21 

1752  419 

22 

1645  530 

23 

1538  607 

24 

1431  644 

25 

1324  648 

26 

1217  613 

27 

1110  540 

28 

1003  431 

29 

0896  285 

30 

0789  102 

31 

0681  881 

32 

0574  627 

33 

0467  334 

34 

0360  000 

35 

0252  636 

36 

0145  234 

37 

V2-0037  793 

38 

vl-9930  316 

39 

9822  805 

40 

9715  255 

41 

9607  671 

42 

9500  048 

43 

9392  390 

44 

9284  695 

45 

9176  963 

46 

9069  196 

47 

8961  391 

48 

8853  551 

49 

8745  677 

11-50 

vl-8637  763 

0-0106  102 
106  140 
106  175 
106  217 
106  255 
106  288 
106  329 
106  366 
106  403 
106  441 
106  479 
106  513 
106  553 
106  591 
106  626 
106  666 
106  703 
106  737 
106  776 
106  813 
106  850 
106  889 
106  923 
106  963 

106  996 

107  035 
107  073 
107  109 
107  146 
107  183 
107  221 
107  254 
107  293 
107  334 
107  364 
107  402 
107  441 
107  477 
107  511 
107  550 
107  584 
107  623 
107  658 
107  695 
107  732 
107  767 
107  805 
107  840 
107  874 

-  0-0107  914 
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X 

11-50 

51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 
12-00 


-logr(Æ-+l] 
vl-8637  763 
8529  815  ~ 
8421  830 
8313  808 
8205  751 
8097  656 
7989  529 
7881  363 
7773  161 
7664  925 
7556  653 
7448  342 
7339  998 
7231  619 
7123  203 
7014  751 
6906  263 
6797  737 
6689  179 
6580  585 
6471  954 
6363  289 
6254  588 
6145  853 
6037  078 
5928  269 
5819  426 
5710  546 
5601  633 
5492  684 
5383  699 
5274  680 
5165  622 
5056  533 
4947  408 
4838  246 
4729  052 
4619  820 
4510  555 
4401  251 
4291  915 
4182  542 
4073  136 
3963  696 
3854  222 
3744  709 
3635  161 
3525  582 
3415  967 
3306  315 
vl-3196  630 


0-0107.948 

107  985 

108  022 
108  057 
108  095 
108  127 
108  166 
108  202 
108  236 
108  272 
108  311 
108  344 
108  379 
108  416 
108  452 
108  488 
108  526 
108  558 
108  594 
108  631 
108  665 
108  701 
108  735 
108  775 
108  809 
108  843 
108  880 
108  913 
108  949 

108  985 

109  019 
109  058 
109  089 
109  125 
109  162 
109  194 
109  232 
109  265 
109  304 
109  336 
109  373 
109  406 
109  440 
109  474 
109  513 
109  548 
109  579 
109  615 
109  652 

-  0-0109  685 


X  -  iogr(A--}-i) 

12-00  vl-3196  630 

01  3086  910  ~ 

02  2977  155 

03  2867  369 

04  2757  543 

05  2647  683 

06  2537  792 

07  2427  863 

08  2317  901 

09  2207  904 

10  2097  872 

11  1987  806 

12  1877  708 

13  1767  573 

14  1657  403 

15  1547  201 

16  1436  962 

17  1326  689 

18  1216  385 

19  1106  045 

20  0995  671 

21  0885  262 

22  0774  818 

23  0664  342 

24  0553  830 

25  0443  287 

26  0332  708 

27  0222  094 

28  0111447 

29  vl-0000  766 
30v90-9890  051 

31  9779  300 

32  9668  520 

33  9557  703 

34  9446  848 

35  9335  966 

36  9225  049 

37  9114  096 

38  9003  110 

39  8892  092 

40  8781  038 

41  8669  953 

42  8558  832 

43  8447  679 

44  8336  491 

45  8225  269 

46  8114  016 

47  8002  726 

48  7891  405 

49  7780  053 
12-50v90-7668  663 


0-0109  720 
109  755 
109  786 
109  826 
109  860 
109  891 
109  929 
109  962 

109  997 

110  032 
110  066 
110  098 
110  135 
110  170 
110  202 
110  239 
110  273 
110  304 
110  340 
110  374 
110  409 
110  444 
110  476 
110  512 
110  543 
110  579 
110  614 
110  647 
110  681 
110  715 
110  751 
110  780 
110  817 
110  855 
110  882 
110  917 
110  953 

110  986 

111  018 
111  054 
111  085 
111  121 
111  153 
111  188 
111  222 
111  253 
111  290 
111  321 
111  352 

-  00111  390 


.r  -iogr(a.-+i; 

12-50  V90-7668  663 

51  7557  242  ~" 

52  7445  787 

53  7334  297 

54  7222  776 

55  7111  219 

56  6999  633 

57  6888  010 

58  6776  355 

59  6664  668 

60  6552  948 

61  6441  191 

62  6329  404 

63  6217  585 

64  6105  732 

65  5993  846 

66  5881  926 

67  5769  971 

68  5657  986 

69  5545  969 

70  5433  917 

71  5321  833 

72  5209  717 

73  5097  569 

74  4985  384 

75  4873  167 

76  4760  919 

77  4648  637 

78  4536  324 

79  4423  979 

80  4311  599 

81  4199  189 

82  4086  742 

83  3974  266 

84  3861758 

85  3749  215 

86  3636  642 

87  3524  035 

88  3411  396 

89  3298  722 

90  3186  018 

91  3073  280 

92  ,   2960  511 

93  2847  711 

94  2734  879 

95  2622  011 

96  2509  111 

97  2396  182 

98  2283  220 

99  2170  223 
13-00v90-2057  196 


0-0111  421 
111  455 
111  490 
111  521 
111  557 
111  586 
111  623 
111 655 
111  687 
111  720 
111  757 
111  787 
111  819 
111  853 
111  886 
111  920 
111  955 

111  985 

112  017 
112  052 
112  084 
112  116 
112  148 
112  185 
112  217 
112  248 
112  282 
112  313 
112  345 
112  380 
112  410 
112  447 
112  476 
112  508 
112  543 
112  573- 
112  607 
112  639 
112  674 
112  704 
112  738 
112  769 
112  800 
112  832 
112  868 
112  900 
112  929 
112  962 
112  997 

-  0-0113  027 
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X 

-logr(^+l) 

13-00  V90-2057  196 

01 

1944  137  " 

02 

1831  045 

03 

1717  925 

04 

1604  767 

05 

1491  578 

06 

1378  360 

07 

1265  107 

08 

1151  824 

09 

1038  508 

10 

0925  159 

11 

0811 779 

12 

0698  370 

13 

0584  926 

14 

0471  449 

15 

0357  943 

16 

0244  403 

17 

0130  831 

18v 

90-0017  231 

19% 

89-9903  597 

20 

9789  932 

21 

9676  234 

22 

9562  503 

23 

9448  744 

24 

9334  950 

25 

9221  128 

26 

9107  273 

27 

8993  385 

28 

8879  466 

29 

8765  516 

30 

8651  535 

31 

8537  519 

32 

8423  478 

33 

8309  402 

34 

8195  290 

35 

8081  153 

36 

7966  984 

37 

7852  782 

38 

7738  549 

39 

7624  286 

40 

7509  990 

41 

7395  665 

42 

7281  307 

43 

7166  919 

44 

7052  498 

45 

6938  046 

46 

6823  565 

47 

6709  050 

48 

6594  506 

49 

6479  934 

13-50  V89-6365  325 


0-0113  059 
113  092 
113  120 
113  158 
113  189 
113  218 
113  253 
113  283 
113  316 
113  349 
113  380 
113  409 
113  444 
113  477 
113  506 
113  540 
113  572 
113  600 
113  634 
113  665 
113  698, 
113  731 
113  759 
113  794 
113  822 
113  855 
113  888 
113  919 
113  950 

113  981 

114  016 
114  041 
114  076 
114  112 
114  137 
114  169 
114  202 
114  233 
114  263 
114  296 
114  325 
114  358 
114  388 
114  421 
114  452 

.114  481 
114  515 
114  544 
114  572 
0-0114  609 


-T 

-logr(^+l) 

A 

13-50V 

89-6365  325 

51 

6250  689  "~ 

0-0114  636 

52 

6136  020 

114  669 

53 

6021  319 

114  701 

54 

5906  589 

114  730 

55 

5791  826 

114  763 

56 

5677  036 

114  790 

57 

5562  212 

114  824 

58 

5447  357 

114  855 

59 

5332  473 

114  884 

60 

5217  559 

114  914 

61 

5102  610 

114  949 

62 

4987  633 

114  977 

63 

4872  626 

115  007 

64 

4757  588 

115  038 

65 

4642  519 

115  069 

66 

4527  419 

115  100 

67 

4412  286 

115  133 

68 

4297  125 

115  161 

69 

4181  935 

115  190 

70 

4066  711 

115  224 

71 

3951  458 

115  253 

72 

3836  176 

115  282 

73 

3720  864 

115  312 

74 

3605  517 

115  347 

75 

3490  140 

115  377 

76 

3374  735 

115  405 

77 

3259  298 

115  437 

78 

3143  832 

115  466 

79 

3028  336 

115  496 

80 

2912  808 

115  528 

81 

2797  252 

115  556 

82 

2681  662 

115  590 

83 

2566  044 

115  618 

84 

2450  397 

115  647 

85 

2334  717 

115  680 

86 

2219  010 

115  707 

87 

2103  270 

115  740 

88 

1987  501 

115  769 

89 

1871  700 

115  801 

90 

1755  870 

115  830 

91 

1640  009 

115  861 

92 

1524  119 

115  890 

93 

1408  200 

115  919 

94 

1292  251 

115  949 

95 

1176  269 

115  982 

96 

1060  257 

116  012 

97 

0944  218 

116  039 

98 

0828  148 

116  070 

99 

0712  046 

116  102 



00116  130 

14-OOv 

89-0595  916 

jvr 

-iogr(x+i) 

A 

14-OOv 

89-0595  916 



0*0116  160 

01 

0479  756 

02 

0363  565 

116  191 

03 

0247  348 

116  217 

04 

0131  096 

116  252 

05  V 

89-0014  815 

116  281 

06  V 

88-9898  507 

116  308 

07 

9782  166 

116  341 

08 

9665  797 

116  369 

09 

9549  398 

116  399 

10 

9432  968 

116  430 

11 

9316  509 

116  459 

12 

9200  023 

116  486 

13 

9083  504 

116  519 

14 

8966  955 

116  549 

15 

8850  379 

116  576 
116  609 

16 

8733  770 

116  638 

17 

8617  132 

116  663 

18 

8500  469 

116  696 

19 

8383  773 

116  724 

20 

8267  049 

116  756 

21 

8150  293 

116  786 

22 

8033  507 

116  812 

23 

7916  695 

116  845 

24 

7799  850 

116  871 

25 

7682  979 

116  901 

26 

7566  078 

116  933 

27 

7449 145 

116  961 

28 

7332  184 

116  990 

29 

7215  194 

117  019 

30 

7098 175 

117  052 

31 

6981  123 

32 

6864  048 

117  075 

33 

6746  940 

117  108 

34 

6629  798 

117 142 
117  164 

35 

6512  634 

36 

6395  440 

117  194 

37 

6278  214 

117  226 

38 

6160  960 

117  254 

39 

6043  678 

117  282 

40 

5926  365 

117  313 

41 

5809  025 

117  340 

42 

5691  654 

117  371 

43 

5574  256 

117  398 

44 

5456  826 

117  430 
117  458 

45 

5339  368 

46 

5221  882 

117  486 
117  517 

47 

5104  365 

117  545 

48 

4986  820 

117  570 

49 

4869  250 

00.^'7C-|  O/IC 

0-0117  605 

14-50  V88-4751  645 
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X 

-logrf.r+i) 

A 

14-50> 

88-4751  645 

0.0117  630 

51 

4634  015  ~ 

117  661 

52 

4516  354 

117  691 

53 

4398  663 

117  718 

54 

4280  945 

55 

4163  196 

117  749 

56 

4045  422 

117  774 
117  806 

57 

3927  616 

58 

3809  782 

117  834 

59 

3691  920 

117  862 

60 

3574  030 

117  890 

61 

3456  108 

117  922 

62 

3338  159 

117  949 

63 

3220  183 

117  976 

64 

3102  177 

118  006 

65 

2984  143 

118  034 

66 

2866  079 

118  064 

67 

2747  985 

118  094 

68 

2629  864 

118  121 

69 

2511 717 

118  147 

70 

2393  538 

118  179 

71 

2275  331 

118  207 

72 

2157  098 

118  233 

73 

2038  837 

118  261 

74 

1920  542 

118  295 

75 

1802  220 

118  322 

76 

1683  871 

118  349 

77 

1565  493 

118378 

78 

1447  088 

118  405 

79 

1328  654 

118  434 

80 

1210  191 

118  463 

81 

1091  701 

118  490 

82 

0973  180 

118  521 

83 

0854  632 

118  548 

84 

0736  058 

118  574 

85 

0617  452 

118  606 

86 

0498  822 

118  630 

87 

0380  160 

118  662 

88 

0261  472 

118  688 

89 

0142  753 

118719 

90v 

88-0024  007 

118  746 

91v 

87-9905  233 

118  774 

92 

9786  431 

118  802 

93 

9667  602 

118  829 

94 

9548  745 

118  857 

95 

9429  857 

118  888 
118  916 

96 

9310  941 

97 

9192  000 

118  941 

98 

9073  030 

118  970 

119  000 

99 

8954  030 

1  c.nn  , 

OT.oooc  r\nr>     '~' 

0-0119  027 

15-00  V87-8835  003 
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TABEL  II 

Funktionen  logfr{t) 


Tabellen  er  udregnet  paa  Grundlag  af  de  i  >  British  Associations  Report« 
1889  givne  Tavler  over  Besxelske  Cylinderfunktioner  med  rent  imaginært 
Argument.  I  disse  Tavler  er  Argumentintervallet  0*2;  Funktionsværdien 
for  de  øvrige  Argumenter  er  dannede  ved  »Halvering«,  og  til  Kontrol 
er  en  Del  regnet  direkte  ud. 

Hvis  denne  Tabel  ikke  er  tilstrækkelig,  idet  yX^  —  x^  bliver  større 
end  6"o,  maa  man  enten  benytte  en  anden  Fremgangsmaade,  hvorved 
yX^  —  V?  falder  indenfor  Tabellens  Grænser,  eller,  hvis  dette  ikke  kan 
lade  sig  gøre,  beregne  Cylinderfunktionerne  direkte.  Der  vil  formentlig 
sjældent  være  Brug  for  større  Mærketal  i  frit)  end  r=  11  ;  skulde  flere 
Funktioner   behøves,    kan   disse  let  beregnes  ved  Hjælp  af  Formel  (32). 

7 -de  Ciffer  er  ikke  overalt  paalideligt  (se  Bem.  til  Tab.  I).  For  den 
praktiske  Anvendelses  Skyld  betyder  dog  dette  hverken  her  eller  i 
Tab.  I  noget  videre,  da  Tallene  paa  de  upaalidelige  Steder  er  meget 
smaa. 
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t 

00 

0-1 
0-2 
0-3 
0-4 
0-5 

0-6 
07 
0-8 
0-9 
1-0 

1-1 
1-2 
1-3 
1-4 
1-5 

1-6 
1-7 
1-8 
1-9 
2-0 

21 
2-2 
2-3 
2-4 
2-5 

2-6 
2-7 
2-8 
2-9 
3-0 

3-1 

3-2 
3-3 
3-4 
3-5 

3-6 
3-7 
3-8 
3-9 
4-0 

4-1 
4-2 
4-3 

4-4 
4-5 

4-6 
4-7 
4-8 
4-9 
5-0 

5-1 

5-2 
5-3 
5-4 
5-5 

5.6 
5.7 
5.8 
5-9 

6-0 


log/o  (/) 

0-0000  000 

0010  851 
0043  322 
0097  172 
0172  011 
0267  307 

0382  407 
0516  542 
0668  903 
0838  556 
1024  563 


1225  959 
1441  773 
1671  040 
1912  819 
2166  206 

2430  332 
2704  377 
2987  569 
3279  186 
3578  558 

3885  067 
4198  142 
4517  259 
4841  940 
5171  746 

5506  281 
5845  079 
6188 112 
6534  777 
6884  903 

7238  242 
7594  568 
7953  676 
8315  379 
8679  507 

9045  903 

9414  427 

0-9784  949 

10157  351 

0531  523 

0907  366 
1284  786 
1663  701 
2044  032 
2425  706 

2808  656 
3192  821 
3578  144 
3964  571 
4352  051 

4740  539 
5129  990 
5520  365 
5911  624 
6303  734 

6696  659 
7090  369 
7484  834 
7880  025 
1-8275  915 


+  0-0010  851 

32  471 

53  850 

74  839 

95  296 

115  100 

134  135 

152  361 

169  653 

186  007 

201  396 

215  814 
229  267 
241  779 
253  387 
264  126 
274  045 
283  192 
291  617 
299  372 

306  509 

313  075 
319417 
324  681 
329  806 
334  535 
338  798 
343  033 
346  665 
350  126 

353  339 

356  326 
359  108 
361  703 
364  128 
366  396 

368  524 
370  522 
372  402 

374  172 

375  843 

377  420 

378  915 

380  331 

381  674 

382  950 

384  165 

385  323 

386  427 

387  480 

388  488 

389  451 

390  375 

391  259 
392 110 

392  925 

393  710 

394  465 

395  191 
4-0-0395  890 


log/l  (/) 
V6989  700 

6995  128 
7011  397 
7038  467 
7076  271 
7124  716 

7183  688 
7253  043 
7332  623 
7422  243 
7521 707 


log/2  « 


7630  799 
7749  292 
7876  944 
8013  508 
8158  726 

8312  339 
8474  080 
8643  684 
8820  882 
9005  411 

9197  005 

9395  407 

9600  362 

v98H  622 

0-0028  943 

0252  089 
0480  832 
0714  949 
0954  228 
1198  462 

1447  455 
1701  016 
1958  962 
2221  120 
2487  321 

2757  408 
3031 228 
3308  634 
3589  489 
3873  660 

4161  020 
4451 451 
4744  836 
5041  068 
5340  041 

5641  658 
5945  823 
6252  446 
6561  441 
6872  728 

7186  228 
7501  866 
7819  570 
8139  274 
8460  914 

8784  427 
9109  754 
9436  837 
9765  623 
10096  062 


-|-0'0005  428 

16  269 
27  070 
37  804 
48  445 
58  972 
69  355 
79  580 
89  620 
99  464 

109  092 

118  493 
127  652 
136  564 
145  218 
153  613 
161 741 
169  604 
177  198 
184  529 

191  594 

198  402 
204  955 
211  260 
217  321 
223  146 
228  743 
234  117 
239  279 
244  234 

248  993 

253  561 
257  946 
262  158 
266  201 
270  087 
273  820 
277  406 
280  855 
284  171 

287  360 

290  431 
293  385 
296  232 
298  973 
301  617 
304  165 
306  623 
308  995 
311 287 

313  500 

315  638 
317  704 
319  704 
321  640 
323  513 
325  327 

327  083 

328  786 
0330  439 


+  0 


v-0969  100 

+  0-0003  618 

0972  718 

0983  570 

10  852 

1001  642 

18  072 

1026  910 

25  268 

1059  343 

32  433 

39  560 

1098  903 

1145  541 

46  638 

1199  201 

53  660 

1259  818 

60  617 

1327  323 

67  505 

74  315 

1401  638 

1482  678 

81  040 

1570  352 

87  674 

1664  565 

94  213 

1765  217 

100  652 

106  986 

1872  203 

1985  415 

113  212 

2104  740 

119  325 

2230  063 

125  323 

2361  267 

131  204 

136  966 

2498  233 

2640  841 

142  608 

2788  968 

148  127 

2942  494 

153  526 

3101  294 

158  800 

163  952 

3265  246 

3434  228 

168  982 

3608  119 

173  891 

3786  798 

178  679 

3970 148 

183  350 

187  903 

4158  051 

4350  393 

192  342 

4547  057 

196  664 

4747  932 

200  875 

4952  908 

204  976 

208  970 

5161  878 

5374  737 

212  859 

5591  382 

216  645 

5811  712 

220  330 

6035  631 

223  919 

227  410 

6263  041 

6493  851 

230  810 

6727  970 

234  119 

6965  309 

237  339 

7205  784 

240  475 

243  529 

7449  313 

7695  813 

246  500 

7945  207 

249  394 

8197  417 

252  210 

8452  373 

254  956 

257  630 

8710  003 

8970  237 

260  234 

9233  006 

262  769 

9498  247 

265  241 

v-9765  900 

267  653 

270  001 

0-0035  901 

0308 191 

272  290 

0582  713 

274  522 

0859  412 

276  699 

0-1138  235 +°°2^««23 

t 
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0-6 
07 
08 
0-9 
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3-9 
4-0 
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4-2 
4-3 
4-4 
4-5 

46 
4-7 
4-8 
4-9 
5-0 

51 

5-2 
5-3 
5-4 
5-5 

5-6 

5-7 
5-8 
5-9 
6-0 
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0-0 

0-1 
0-2 
0-3 
0-4 
0-5 

0-6 
0-7 
0-8 
0-9 
1-0 

1-1 
1-2 
1-3 
1'4 
1-5 

1-6 
1-7 
1-8 
1-9 
2-0 

2-1 
2-2 
2-3 
2-4 
2-5 

2-6 
2-7 
2-8 
2-9 
3-0 

3-1 
32 
3-3 
3-4 
3-5 

3-6 
3-7 
3-8 
3-9 
4-0 

4-1 
4-2 
4-3 
4-4 
4'5 

4-6 
4-7 
4-8 
4-9 
5-0 

5-1 
5-2 
5  3 
5-4 
5-5 

56 
57 
5-8 
59 
60 


log/,  (/) 
V8-3187  587 

3190  302 
3198  443 
3212  005 
3230  974 
3255  339 

3285  083 
3320  184 
3360  616 
3406  348 
3457  348 


3513  580 
3575  005 
3641  578 
3713  254 
3789  984 

3871 719 
3958  404 
4049  984 
4146  399 
4247  591 

4353  496 
4464  053 
4579  197 
4698  861 
4822  977 

4951 479 
5084  297 
5221  363 
5362  606 
5507  958 

5657  349 
5810  710 
5967  968 
6129  055 
6293  900 

6462  435 
6634  593 
6810  305 
6989  503 
7172  121 

7358  094 
7547  356 
7739  843 
7935  492 
8134  242 

8336  032 
8540  800 
8748  486 
8959  034 
9172  387 

,9388  489 

9607  286 

V8-9828  721 

v0052  743 

0279  303 

0508  349 
0739  830 
0973  699 
1209  909 
V1448  412 


-0-0002  715 

8  141 
13  562 
18  969 
24  365 
29  744 
35  101 
40  432 
45  732 
51  000 

56  232 

61  425 
66  573 
71  676 
76  730 
81  735 
86  685 
91  580 
96  415 
101  192 

105  905 

110  557 
115  144 
119  664 
124  116 
128  502 
132  818 
137  066 
141  243 
145  352 

149  391 

153  361 
157  258 
161  087 
164  845 
168  535 
172  158 
175  712 
179  198 
182  618 

185  973 

189  262 
192  487 
195  649 
198  750 
201  790 
204  768 
207  686 
210  548 
213  353 

216  102 

218  797 
221  435 
224  022 
226  560 
229  046 
231  481 
233  869 
236  210 
+  0-0238  503 


log/l  (/) 
V7-4156  687 

4158  858 
4165  372 
4176  230 
4191 408 
4210  918 

4234  742 
4262  873 
4295  293 
4331  988 
4372  939 


+  0-0002  171 

6  514 
10  858 
15  178 
19  510 
23  824 
28  131 
32  420 
36  695 
40  951 


log/  (O 
V6-4156  687 

4158  497 
4163  925 
4172  969 
4185  626 
4201  892 

4221  760 
4245  226 
4272  279 
4302  905 
4337  109 


4418  129 
4467  531 
4521  125 
4578  885 
4640  785 

4706  794 
4776  887 
4851  029 
4929  187 
5011  326 

5097  411 
5187  407 
5281  277 
5378  979 
5480  474 

5585  721 
5694  679 
5807  306 
5923  559 
6043  395 

6166  772 
6293  645 
6423  969 
6557  699 
6694  789 

6835  195 
6978  873 
7125  776 
7275  859 
7429  078 

7585  388 
7744  742 
7907  096 
8072  407 
8240  631 

8411  725 
8585  642 
8762  339 
8941 775 
9123  909 

9308  698 

9496  100 

9686  073 

V7-9878  576 

V8-0073  573 

0271  027 
0470  890 
0673  129 
0877  705 
V8-1084  582 


45  190 

49  402 
53  594 
57  760 
61  900 
66  009 
70  093 
74  142 
78  158 
82  139 

86  085 

89  996 
93  870 
97  702 
101  495 
105  247 
108  958 
112  627 
116  253 
119  836 

123  377 

126  873 
130  324 
133  730 
137  090 
140  406 
143  678 
146  903 
150  083 
153  219 

156  310 

159  354 
162  354 
165  311 
168  224 
171  094 
173  917 
176  697 
179  436 
182  134 

184  789 

187  402 
189  973 
192  503 
194  997 
197  454 
199  863 
202  239 
204  576 
+0-0206  877 


4374  864 
4416  161 
4460  978 
4509  322 
4561 146 

4616  466 
4675  230 
4737  456 
4803  092 
4872 126 

4944  539 
5020  305 
5099  404 
5181  809 
5267  494 

5356  432 
5448  600 
5543  967 
5642  507 
5744  192 

5848  996 
5956  887 
6067  837 
6181  813 
6298  787 

6418  727 
6541 604 
6667  387 
6796  043 
6927  542 

7061  854 
7198  945 
7338  784 
7481  340 
7626  583 

7774  479 
7924  996 
8078  103 
8233  769 
8391  963 

8552  656 
8715  814 
8881  404 
9049  399 
9219  771 

9392  487 

9567  515 

9744  826 

V6-9924  392 

V7-0106  183 


+  0-0001  810 

5  428 
9  044 
12  657 
16  266 
19  868 
23  466 
27  053 
30  626 
34  204 

37  755 

41  297 
44  817 
48  344 
51  824 
55  320 

58  764 
62  226 
65  636 
69  034 

72  413 

75  766 
79  099 
82  405 
85  685 
88  938 
92  168 
95  367 
98  540 
101  685 

104  804 

107  891 
110  950 
113  976 
116  974 
119  940 
122  877 
125  783 
128  656 
131  499 

134  312 

137  091 
139  839 
142  556 
145  243 

147  896 
150  517 
153  107 
155  666 
158  194 

160  693 

163  158 
165  590 
167  995 
170  372 
172  716 
175  028 
177  311 
179  566 
0-0181  791 
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4-1 
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4-5 

4-6 
4-7 
4'8 
49 
5-0 

5-1 
5-2 
5-3 

5-4 
5-5 

5-6 
5-7 
5-8 
5-9 
6-0 


log/e  (/) 
V5-3364  874 

3366  425 
3371  079 
3378  833 
3389  683 
3403  628 

3420  665 
3440  792 
3464  001 
3490  285 
3519  636 


3552  051 
3587  517 
3626  026 
3667  567 
3712  130 

3759  705 
3810  281 
3863  842 
3920  378 
3979  871 

4042  308 
4107  674 
4175  956 
4247  134 
4321  191 

4398  109 
4477  872 
4560  459 
4645  853 
4734  034 

4824  987 
4918  687 
5015  115 
5114  249 
5216  069 

5320  553 
5427  680 
5537  426 
5649  773 
5764  695 

5882  173 
6002  181 
6124  697 
6249  698 
6377  165 

6507  072 
6639  393 
6774  106 
6911  189 
7050  618 

7192  373 
7336  426 
7482  753 
7631 333 
7782  148 

7935 170 
8090  372 
8247  735 
8407  235 
v5'8568  850 


+0-0001  551 

4  654 
7  754 
10  850 
13  945 
17  037 
20  127 
23  209 
26  284 
29  351 

32  415 

35  466 
38  509 
41  541 
44  563 
47  575 
50  576 
53  561 
56  536 
59  493 

62  437 

65  366 
68^82 
71  178 
74  057 
76  918 
79  763 
82  587 
85  394 
88  181 

90  953 

93  700 
96  428 
99  134 
101  820 
104  484 
107  127 
109  746 
112  347 
114  922 

117  478 

120  008 
122  516 
125  001 
127  467 
129  907 
132  321 
134  713 
137  083 
139  429 

141  755 

144  053 
146  327 
148  580 
150  815 
153  022 
155  202 
157  363 
159  500 
+  0-0161  615 


log/:  W 

V4-1903  594 

1904  951 
1909  023 
1915  809 
1925  303 
1937  508 

1952  419 
]970  038 
1990  357 
2013  372 
2039  077 


2067  471 
2098  545 
2132  292 
2168  705 
2207  777 

2249  501 
2293  872 
2340  878 
2390  508 
2442  754 

2497  606 
2555  053 
2615  087 
2677  693 
2742  858 

2810  571 
2880  820 
2953  590 
3028  868 
3106  642 

3186  901 
3269  628 
3354  809 
3442  426 
3532  464 

3624  910 
3719  748 
3816  962 
3916  484 
4018  450 

4122  693 
4229  246 
4338  092 
4449  215 
4562  599 

4678  224 
4796  073 
4916  127 
5038  371 
5162  786 

5289  358 
5418  067 
5548  889 
5681  812 
5816  824 

5953  900 
6093  020 
6234  167 
6377  325 
v4-6522  478 


+  0-0001357 

4  072 
6  786 
9  494 
12  205 
14  911 
17  619 
20  319 
23  015 
25  705 

28  394 

31  074 
33  747 
36  413 
39  072 
41724 
44  371 
47  006 
49  630 
52  246 

54  852 

57  447 
60  034 
62  606 
65  165 
67  713 

70  249 
72  770 
75  278 
77  774 

80  259 

82  727 
85  181 
87  617 
90  038 
92  446 
94  838 
97  214 
99  522 
101  966 

104  243 

106  553 
108  846 
111  123 
113  384 
115  625 
117  849 
120  054 
122  244 
124  415 

126  572 

128  709 
130  822 
132  923 
135  012 
137  076 
139  120 
141  147 
143  158 
+0-0145  153 


log/s  (/) 
V2-9862  394 

9863  601 
9867  220 
9873  251 
9881  692 
9892  542 

9905  799 
9921  465 
9939  534 
9960  002 
V2-9982  866 


V3-0008  125 
0035  771 
0065  801 
0098  208 
0132  989 

0170  137 
0209  651 
0251  521 
0295  739 
0342  299 

0391  194 
0442  416 
0495  960 
0551  816 
0609  972 

0670  420 
0733  152 
0798  158 
0865  428 
0934  952 

1006  724 
1080  730 
1156  961 
1235  403 
1316  045 

1398  875 
1483  884 
1571  059 
1660  388 
1751  858 

1845  458 
1941  175 
2038  995 
2138  906 
2240  898 

2344  955 
2451  063 
2559  208 
2669  377 
2781  557 

2895  738 
3011  902 
3130  032 
3250  118 
3372  153 

3496  116 
3621 990 
3749  762 
3879  420 
V3-4010  952 


+  0-0001  207 

3  619 
6  031 
8  441 
10  850 
13  257 
15  666 
18  069 
20  468 
22  864 

25  259 

27  646 
30  030 
32  407 
34  781 

37  148 
39  514 
41  870 
44  218 
46  560 

48  895 

51  222 
53  544 
55  856 
58  156 
60  448 
62  732 
65  006 
67  270 
69  524 

71  772 

74  006 
76  231 
78  442 
80  642 
82  830 
85  009 
87  175 
89  329 
91  470 

93  600 

95  717 
97  820 
99  911 
101  992 
104  057 
106  108 
108  145 
110  169 
112  180 

114  181 

116  164 
118  130 
120  086 

122  035 

123  963 
125  874 
127  772 
129  658 

+  0-0131  532 


t 

0-0 

01 
0-2 
0-3 
0-4 
0-5 

0-6 
07 
0-8 
0-9 
1-0 

1-1 
1-2 
1-3 
1-4 
1-5 

1-6 
1-7 
1-8 
19 
2-0 

2-1 
2-2 
2-3 
24 
2-5 

2-6 
2-7 
2-8 
29 
30 

3-1 
3-2 
3-3 
3-4 
3-5 

3*6 
3-7 
3-8 
3-9 
4-0 

4-1 
4-2 
4-3 
4-4 
4-5 

4-6 
4-7 
4-8 
4-9 
5-0 

51 
5-2 
5-3 
5-4 
55 

5-6 
57 
58 
5-9 
6-0 


156 


/ 

0-0 

0-1 
0-2 
0-3 
0-4 
0-5 

0-6 
0-7 
0-8 
0-9 
1-0 

1-1 
1-2 
1-3 
1-4 
1-5 

1'6 
1-7 
1-8 
1-9 
2-0 

2-1 
2-2 
2-3 
2-4 
2-5 

2-6 
2-7 
2-8 
2-9 
3-0 

3-1 
3-2 
3-3 
3-4 
3-5 

36 
3-7 
3-8 
3-9 
4-0 

4-1 
4-2 
4-3 
4-4 
4-5 

4-6 
4-7 
4-8 
4-9 
5-0 

5-1 

5-2 
5-3 
5-4 
5-5 

5-6 
5-7 
5-8 
59 
6-0 


log/9  (O 
vl-7309  669 

7310  754 
7314  012 
7319  441 
7327  038 
7336  803 

7348  736 
7362  838 
7379  105 
7397  533 
7418 121 


7440  866 
7465  765 
7492  813 
7522  007 
7553  342 

7586  814 
7622  425 
7660  166 
7700  030 
7742  012 

7786  109 
7832  313 
7880  623 
7931 029 
7983  522 

8038  097 
8094  748 
8153  467 
8214  245 
8277  077 

8341  958 
8408  879 
8477  831 
8548  803 
8621  786 

8696  773 
8773  757 
8852  727 
8933  674 
9016  588 

9101  462 
9188  283 
9277  043 
9367  733 
9460  344 

9554  864 
9651  281 
9749  583 
9849  763 
vl-9951  809 

V2-0055  714 
0161  465 
0269  045 
0378  449 
0489  672 

0602  697 
0717  508 
0834  097 
0952  454 
V2-1072  567 


+  0-0001  085 

3  258 

5  429 

7  597 

9  765 

11  933 

14  102 

16  267 

18  428 

20  588 

22  745 

24  899 
27  048 
29  194 
31  335 
33  472 
35  611 
37  741 
39  864 
41  982 

44  097 

46  204 
48310 
50  406 
52  493 
54  575 
56  651 
58  719 
60  778 
62  832 

64  881 

66  921 
68  952 
70  972 
72  983 
74  987 
76  984 
78  970 
80  947 
82  914 

84  874 

86  821 
88  760 
90  690 
92  611 
94  520 

96  417 

98  302 

100  180 

102  046 

103  905 

105  751 
107  580 
109  404 
111  223 

113  025 

114  811 
116  589 
118  357 

+  0-0120  113 


log/io  W 
V90-4299  369 

4300  357 
4303  318 
4308  253 
4315  159 
4324  037 

4334  886 
4347  709 
4362  501 
4379  257 
4397  980 


4418  668 
4441  315 
4465  918 
4492  475 
4520  983 

4551  440 
4583  845 
4618 195 
4654  481 
4692  701 

4732  851 
4774  927 
4818  927 
4864  845 
4912  672 

4962  404 
5014  037 
5067  565 
5122  980 
5180  279 

5239  460 
5300  516 
5363  438 
5428  217 
5494  847 

5563  322 
5633  637 
5705  784 
5779  756 
5855  545 

•  5933  144 
6012  545 
6093  740 
6176  723 
6261 488 

6348  023 
6436  320 
6526  369 
6618  164 
6711  697 

6806  962 
6903  949 
7002  642 
7103  037 
7205  133 

7308  918 
7414  374 
7521  496 
7630  277 
V90-7740  708 


+  0-0000  988 

2  961 

4  935 
6  906 
8  878 
10  849 
12  823 
14  792 
16  756 
18  723 

20  688 

22  647 
24  603 
26  557 
28  508 
30  457 
32  405 
34  350 
36  286 
38  220 

40  150 

42  076 

44  000 

45  918 
47  827 
49  732 
51  633 
53  528 
55  415 
57  299 

59  181 

61  056 

62  922 
64  779 
66  630 
68  475 
70  315 

72  147 

73  972 
75  789 

77  599 

79  401 

81  195 

82  983 
84  765 
86  535 
88  297 

90  049 

91  795 
93  533 

95  265 

96  987 
98  693 

100  395 

102  096 

103  785 
105  456 

107  122 

108  781 
+  0-0110  431 


log/u  (O 
V89-0875  142 

0876  048 
0878  762 
0883  286 
0889  617 
0897  755 

0907  700 
0919  456 
0933  018 
0948  383 
0965  549 


0984  518 
1005  287 
1027  851 
1052  207 
1078  355 

1106  292 
1136  021 
1167  536 
1200  831 
1235  904 

1272  753 
1311373 
1351  765 
1393  923 
1437  839 

1483  510 
1530  934 
1580  106 
1631  019 
1683  671 

1738  063 
1794 185 
1852  032 
1911  598 
1972  877 

2035  865 
2100  557 
2166  946 
2235  028 
2304  797 

2376  246 
2449  369 
2524  160 
2600  615 
2678  728 

2758  490 
2839  895 
2922  935 
3007  602 
3093  892 

3181  802 
3271  321 
3362  436 
3455  146 
3549  451 

3645  339 
3742  795 
3841  814 
3942  391 
V89-4044  523 


+  0-0000  906 

2714 
4  524 
6  331 

8  138 

9  945 
11  756 
13  562 
15  365 

17  166 

18  969 

20  769 
22  564 
24  356 

26  148 

27  937 
29  729 
31  515 
33  295 

35  073 

36  849 

38  620 
40  392 

42  158 

43  916 
45  671 
47  424 

49  172 

50  913 
52  652 

54  392 

56  122 

57  847 
59  566 

61  279 

62  988 
64  692 
66  389 

68  082 

69  769 

71  449 

73  123 

74  791 
76  455 

78  113 

79  762 
81  405 

83  040 

84  667 

86  290 

87  910 

89  519 

91  115 

92  710 

94  305 

95  888 
97  456 
99  019 

100  577 
+0  0102  132 


t 

0-0 

0-1 
0-2 
0-3 
0-4 
0-5 

0-6 
0-7 
0-8 
0-9 
1-0 

1-1 
1-2 
13 
1-4 
1-5 

1-6 
1-7 
1-8 
1-9 
2-0 

21 
2  2 
2-3 
2  4 
2-5 

26 
2-7 
2-8 
2-9 
3-0 

3-1 
3-2 
3-3 
3-4 
3-5 

3-6 
3-7 
3-8 
3-9 
4-0 

4-1 
4-2 
4-3 
4-4 
4  5 

4-6 
4-7 
4-8 
4-9 
5-0 

5-1 
5-2 
5-3 
5-4 
5-5 

5-6 
5-7 
5-8 
5-9 
6-0 


"9 


TABEL   III 

sinnx 


Funktionen  S  (x)  = 


nx 


Tabellen  er  direkte  regnet  med  8  Decimaler  og  afrundet  til  7  Deci- 
maler. Den  kan  naturligvis  benyttes  som  Hjælpetabel  ogsaa  for  anden 
Interpolation  end  den  i  nærværende  Arbejde  angivne. 

Funktionen  S{x)  er  en  lige  Funktion. 


159 


Æ- 

5(a-) 

A 

A- 

S{.r) 

A 

0-00 

i-rooooooo 

0-50  +0-6366  197 

—  0  0001  647 

—  0"0127  907 

01 

0-9998  353 

4  932 

51 

6238  290 

129  025 

02 

9993  421 

8  219 

52 

6109  265 

130  072 

03 

9985  202 

11  502 

53 

5979  193 

131  046 

04 

9973  700 

14  774 

54 

5848  147 

131  948 

05 

9958  926 

18  037 

55 

5716  199 

132  775 

06 

9940  889 

21  296 

56 

5583  424 

133  529 

07 

9919  593 

24  538 

57 

5449  895 

134  213 

08 

9895  055 

58 

5315  682 

09 

9867  293 

27  762 

59 

5180  864 

134  818 

10 

9836  316 

30  977 

60 

5045  512 

135  352 

11 

9802  147 

34  169 
37  340 

61 

4909  699 

135  813 

136  198 

12 

9764  807 

62 

4773  501 

13 

9724  318 

40  489 
43  622 

63 

4636  990 

136  511 
136  749 

14 

9680  696 

46  716 

64 

4500  241 

136  915 

15 

9633  980 

49  797 

65 

4363  326 

137  007 

16 

9584  183 

52  835 

66 

4226  319 

137  026 

17 

9531  348 

55  850 

67 

4089  293 

136  970 

18 

9475  498 

58  831 

68 

3952  323 

136  847 

19 

9416  667 

61  774 

69 

3815  476 

136  646 

20 

9354  893 

64  686 

70 

3678  830 

136  377 

21 

9290  207 

67  55é 

71 

3542  453 

136  037 

22 

9222  651 

72 

3406  416 

23 

9152  266 

70  385 
73  178 

73 

'   3270  792 

135  624 
135  145 

24 

9079  088 

75  926 

74 

3135  647 

134  593 

25 

9003  162 

75 

3001  054 

26 

8924  535 

78  627 

76 

2867  080 

133  974 

81  283 

133  286 

27 

"  8843  252 

83  896 

77 

2733  794 

132  533 

28 

8759  356 

86  454 

78 

2601  261 

131  712 

29 

8672  902 

88  965 

79 

2469  549 

130  826 

30 

8583  937 

91  425 

80 

2338  723 

129  875 

31 

8492  512 

93  827 

81 

2208  848 

128  860 

32 

8398  685 

96  179 

82 

2079  988 

127  784 

33 

8302  506 

98  475 

83 

1952  204 

126  645 

34 

8204  031 

100  711 

84 

1825  559 

125  445 

35 

8103  320 

102  892 

85 

1700  114 

124  187 

36 

8000  428 

105  012 

86 

1575  927 

122  868 

37 

7895  416 

107  072 

87 

1453  059 

121  494 

38 

7788  344 

109  071 

88 

1331  565 

120  064 

39 

7679  273 

111  006 

89 

1211  501 

118  577 

40 

7568  267 

112  876 

90 

1092  924 

117  038 

41 

7455  391 

114  688 

91 

0975  886 

115  446 

42 

7340  703 

116  425 

92 

0860  440 

113  804 

43 

7224  278 

118  103 

93 

0746  636 

112  111 

44 

7106  175 

119  710 

94 

0634  525 

110  371 

45 

6986  465 

121 249 

95 

0524  154 

108  583 

46 

6865  216 

122  722 

96 

0415  571 

106  750 

47 

6742  494 

124  123 

97 

0308  821 

104  874 

48 

6618  371 

98 

0203  947 

49 

6492  913 

125  458 

99  +0-0100  993 

102  954 

—  0'0126  716 

—  0-0100993 

0-50 +0-6366  197 

1    1-00 

0-0000  000 

S{x) 


i-oo 

0-0000  000 

01- 

-0-0098  994 

—  0-0098  994 

02 

0195  949 

96  955 

03 

0290  831 

94  882 

04 

0383  604 

92  773 

05 

0474  235 

90  631 

06 

0562  692 

88  457 

07 

0648  945 

86  253 

08 

0732  967 

84  022 

09 

0814  731 

81  764 

10 

0894  211 

79  480 

11 

0971  384 

77  173 

12 

1046  229 

74  845 

13 

1118  727 

72  498 

14 

1188  858 

70  131 

15 

1256  606 

67  748 

16 

1321  956 

65  350 

17 

1384  897 

62  941 

18 

1445  415 

60  518 

19 

1503  502 

58  087 

20 

1559  149 

55  647 

21 

1612  350 

53  201 

22 

1663  101 

50  751 

23 

1711  399 

48  298 

24 

1757  243 

45  844 

25 

1800  633 

43  390 

26 

1841  571 

40  938 

27 

1880  061 

38  490 

28 

1916  109 

36  048 

29 

1949  722 

33  613 

30 

1980  908 

31  186 

31 

2009  679 

28  771 

32 

2036  045 

26  366 

33 

2060  020 

23  975 

34 

2081  620 

21  600 
19  241 

35 

2100  861 

36 

2117  760 

16  899 

37 

2132  339 

14  579 
12  277 

38 

2144  616 

39 

2154  616 

10  000 

40 

2162  362 

7  746 

41 

2167  880 

5  518 
3  314 

42 

2171  194 

—  0-0001  142 

43 

2172  336 

44 

2171  332 

+  0-0001  004 
3  119 

45 

2168  213 

46 

2163  013 

5  200 
7  250 

47 

2155  763 

9  264 

48 

2146  499 

11  245 

49 

2135  254 

+  00013  188 

1*50 - 

-0-2122  066 

i6o 


1-50- 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 
2-00 


S{x) 


-O  2122  066 
2106  972 
2090  012 
2071  224 
2050  649 
2028  329 
2004  306 
1978  624 
1951  326 
1922  459 
1892  067 
1860  197 
1826  895 
1792  211 
1756  192 
1718  886 
1680  344 
1640  615 
1599  750 
1557  798 
1514  812 
1470  843 
1425  942 
1380  161 
1333  551 
1286  166 
1238  058 
1189  278 
1139  878 
1089  913 
1039  433 
0988  490 
0937  137 
0885  426 
0833  407 
0781 133 
0728  655 
0676  022 
0623  286 
0570  495 
0517  701 
0464  951 
0412  294 
0359  778 
0307  450 
0255  357 
0203  545 
0152  059 
0100  944 

—0-0050  243 
0-0000  000 


-|-  0-0015  094 
16  960 
18  788 
20  575 
.22  320 

24  023 

25  682 

27  298 

28  867 

30  392 

31  870 

33  302 

34  684 

36  019 

37  306 

38  542 

39  729 

40  865 

41  952 

42  986 

43  969 

44  901 

45  781 

46  610 

47  385 

48  108 

48  780 

49  400 

49  965 

50  480 

50  943 

51  353 

51  711 

52  019 
52  274 
52  478 
52  633 
52  736 
52  791 
52  794 
52  750 
52  657 
52  516 
52  328 
52  093 
51  812 
51  486 
51  115 
50  701 

+  00050  243 


S{jt) 


A 


200 

0-0000  000 

4-  0-0049  743 

01  +0-0049  743 

' 

49  202 

02 

0098  945 

48  620 

03 

0147  565 

47  998 

04 

0195  563 

47  338 

05 

0242  901 

46  639 

06 

0289  540 

45  905 

07 

0335  445 

45  134 

08 

0380  579 

44  328 

09 

0424  907 

43  489 

10 

0468  396 

42  616 

11 

0511  012 

41  713 

12 

0552  725 

40  778 

■  13 

0593  503 

39  814 

14 

0633  317 

38  821 

15 

0672  138 

37  802 

16 

0709  940 

36  755 

17 

0746  695 

35  686 

18 

0782  381 

34  590 

19 

0816  971 

33  474 

20 

0850  445 

32  335 

21 

0882  780 

31  177 

22 

0913  957 

-29  999 

23 

0943  956 

28  803 

24 

0972  759 

27  592 

25 

1000  351 

26  365 

26 

1026  716 

25  124 

27 

1051  840 

23  870 

28 

1075  710 

22  605 

29 

1098  315 

21  329 

30 

1119  644 

20  044 

31 

1139  688 

18  751 

32 

1158  439 

17  452 

33 

1175  891 

16  148 

34 

1192  039 

14  839 

35 

1206  878 

13  526 

36 

1220  404 

12  214 

37 

1232  618 

10  899 

38 

1243  517 

9  586 

39 

1253  103 

8  275 

40 

1261 378 

6  966 

41 

1268  344 

5  663 

42 

1274  007 

4  363 

43 

1278  370 

3  072 

44 

1281  442 

1  786 

45 

1283  228 

46 

1283  740 

+  0-0000  512 
—  0-0000  755 

47 

1282  985 

2  010 

48 

1280  975 

3  253 

49 

1277  722 

—  00004  482 

S{a.) 


2-50  +0-1273  240 


2-50  +0-1273  240 

51 

1267  541 

52 

1260  642 

53 

1252  558 

54 

1243  307 

55 

1232  905 

56 

1221  374 

57 

1208731 

58 

1194  998 

59 

1180  197 

60 

1164  349 

61 

1147  478 

62 

1129  607 

63 

1110  762 

64 

1090  967 

65 

1070  250 

66 

1048  636 

67 

1026 152 

68 

1002  828 

69 

0978  691 

70 

0953  771 

71 

0928  096 

72 

0901  698 

73 

0874  607 

74 

0846  854 

75 

0818  469 

76 

0789  486 

77 

0759  935 

78 

0729  850 

79 

0699  263 

80 

0668  207 

81 

0636  714 

82 

0604  819 

83 

0572  554 

84 

0539  954 

85 

0507  052 

86 

0473  880 

87 

0440  474 

88 

0406  867 

89 

0373  092 

90 

0339  183 

91 

0305  174 

92 

0271  097 

93 

0236  987 

94 

0202  875 
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23 
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24 
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25 
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26 

0280  918 

7  798 

27 
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67 
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69 
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TABEL  IV 


fsinjTX 
Funktionen  Si  (x)  =    — —  dx 

^  ^     '  ]        71X 

Jq 


{if\ 


Tabellen  er  beregnet  ved  numerisk  Integration  af  den  foregaaende, 
og  Værdierne  er  derefter  afrundet  til  7  Decimaler.  Med  Hensyn  til 
Anvendeligheden  gælder  naturligvis  her  det  samme  som  for  Tabel  III's 
Vedkommende. 
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76 
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29  340 

77 
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78 
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79 
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80 
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24  041 

81 

5693  941 

22  737 

82 

5715  384 

21  443 

83 

5735  544 

20  160 

84 
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18  888 

85 

5772  059 

17  627 

86 

5788  438 

16  379 

87 

5803  582 

15  144 

88 

5817  504 

13  922 

89 

5830  218 

12  714 

90 

5841  739 

11  521 

91 

5852  082 

10  343 

92 

5861  262 

9  180 
8  034 

93 

5869  296 

6  904 

94 

5876  200 

5  792 

95 

5881  992 

4  698 

96 

5886  690 

3  620 

97 

5890  310 

2  562 

98 

5892  872 

1  523 

99 

5894  395 
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0-5894  899 

+  0  0000  504 

1-00 

0-5894  899 

01 

5894  402 
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02 

5892  926 

1  476 

03 

5890  490 

2  436 

04 

5887  116 

3  374 

05 

5882  825 

4  291 

06 

5877  638 

5  187 

07 

5871  578 

6  060 

08 

5864  667 

6911 

09 

5856  927 

7  740 

10 

5848  380 

8  547 

11 

5839  050 

9  330 

12 

5828  960 

10  090 

13 

5818  133 

10  827 

14 

5806  593 

11  540 

12  229 

15 

5794  364 

16 

5781  469 

12  895 

17 

5767  933 

13  536 

18 

5753  779 

14  154 
14  746 

19 

5739  033 

15  315 

20 

5723  718 

15  860 

21 

5707  858 

16  379 

22 

5691 479 

16  875 

23 

5674  604 

17  345 

24 

5657  259 

17  792 

25 

5639  467 

18  213 

26 

5621  254 

18  610 

27 

5602  644 

18  983 

28 

5583  661 

19  331 

29 

5564  330 

19  655 

30 

5544  675 

19  955 

31 

5524  720 

20  231 

32 

5504  489 

20  482 

33 

5484  007 

20  710 

34 

5463  297 

20  914 

35 

5442  383 

21  095 

36 

5421  288 

21  253 

37 

5400  035 

21  387 

38 

5378  648 

21  498 

39 

5357  150 

21  586 

40 

5335  564 

21  653 

41 

5313  911 

21  698 

42 

5292  213 

21  719 

43 

5270  494 

21  720 

44 
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21  700 

45 

5227  074 

21  658 

46 
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21  595 

47 
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21  513 

48 
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21  410 

49 

5140  898 
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51 

5098  463 

52 

5077  471 

53 

5056  668 

54 
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55 
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56 
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57 

4975  581 

58 

4955  930 

59 

4936  559 

60 

4917  486 

61 

4898  723 

62 

4880  286 

63 

4862 190 

64 

4844  447 

65 
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66 

4810  073 

67 

4793  467 

68 

4777  264 

69 

4761 476 

70 

4746  112 

71 

4731  183 

72 

4716  698 

73 
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74 
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75 
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76 
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77 
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4526  040 
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4529  621 

19  371 

09 

4533  649 

19  073 

10 

4538  116 

18  763 

11 

4543  014 

18  437 

12 

4548  333 

18  096 

13 

4554  065 

17  743 

14 

4560  200 

17  377 

15 

4566  728 

16  997 

16 

4573  640 

16  606 

17 

4580  924 

16  203 

18 

4588  570 

15  788 

19 

4596  568 

15  364 

20 

4604  906 

14  929 

21 

4613  573 

14  485 

22 

4622  557 

14  031 

23 

4631  848 

13  569 

24 

4641  432 

13  099 

25 

4651  299 

12  622 

26 

4661  435 

12  137 

27 

4671  829 

11  647 

28 

4682  468 

11  149 

29 

4693  339 

10  647 

30 

4704  430 

10  140 

31 

4715  728 

9  629 

32 

4727  220 

9  113 

33 

4738  892 

8  594 

34 

4750  733 

8  073 

35 

4762  729 

7  549 

36 

4774  866 

7  024 

37 

4787  132 

6  496 

38 

4799  514 

5  969 

39 

4811  998 

5  441 

40 

4824  572 

4  913 

41 

4837  222 

4  386 

42 

4849  934 

3  861 

43 

4862  697 

3  336 

44 

4875  497 

2  813 

45 

4888  322 

2  295 

46 

4901  158 

1777 

47 

4913  992 

1  265 

48 

4926  813 
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49 

4939  608 
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1  233 

1  716 
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2  662 
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4  028 
4  467 

4  898 

5  319 

5  732 

6  135 
6  528 

6  912 
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7  646 

7  998 

8  338 
8  667 

8  984 

9  291 
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9  867 

10  136 
10  394 
10  639 

10  871 
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11  492 
11  672 
11  841 

11  996 
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12  382 
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12  650 
12  712 
12  763 
12  800 
12  825 
12  836 
12  834 
12  821 
12  795 
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2-50 

04952  364 

51 

4965  069  +00012  705 

12  641 

52 

4977  710 

53 

4990  277 

12  567 
12  481 

54 

5002  758 

12  382 

55 

5015 140 
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56 

5027  412 

12  152 

57 
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12  019 
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11  877 

59 
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11  724 

60 

5075  184 

11  560 

61 

5086  744 

11  386 

62 

5098  130 

11  202 

63 

5109  332 

11  010 

64 

5120  342 

10  807 

65 

5131  149 

10  595 

66 

5141  744 

67 

5152  118 

10  374 
10  146 

68 

5162  264 

9  908 

69 

5172  172 

9  663 

70 

5181  835 

71 

5191  245 

9  410 
9  150 

72 

5200  395 

8  882 

73 

5209  277 

8  608 

74 

5217  885 

8  327 

75 

5226  212 

76 

5234  252 

8  040 
7  748 

77 

5242  000 

7  449 

78 

5249  449 

79 

5256  595 

7  146 

80 

5263  433 

6  838 
6  525 

81 

5269  958 

82 

5276  166 

6  208 

83 

5282  053 

5  887 

84 

5287  616 

5  563 
5  235 

85 

5292  851 

86 

5297  756 

4  905 

87 

5302  328 

4  572 

88 

5306  565 

4  237 
3  900 

89 

5310  465 

3  561 

90 

5314  026 

3  222 

91 

5317  248 

2  881 

92 

5320  129 

2  541 

93 

5322  670 

2  199 

94 

5324  869 

1  858 

95 

5326  727 

1  518 

96 

5328  245 

1  178 

97 
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98 
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840 
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99 

5330  765 
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3  024 

11 
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13 
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3  898 

14 
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16 
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17 
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4  983 
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5250  580 
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24 
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25 
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6  826 

26 
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7  023 

27 
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7  210 

28 
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29 
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7  561 

30 
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7  725 

31 
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7  880 

32 

5184  318 

8  025 

33 
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8  162 

34 
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8  290 

35 

5159  456 

8  410 

36 

5150  936 

8  520 

37 

5142  315 

8  621 

38 

5133  602 

8  713 

39 

5124  806 

8  796 

40 

5115  936 

8  870 

41 

5107  002 

8  934 

42 
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8991 

43 
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1  582 

87 

5102  952 

1  477 

88 

5104  325 

1  373 

89 

5105  591 

1  266 

90 

5106  750 

1  159 

91 

5107  801 

1  051 

92 

5108  743 

942 

93 

5109  576 

833 

94 

5110  298 

722 

95 

5110  910 

612 

96 

5111 411 

501 

97 

5111  801 

390 

98 

5112  079 

278 

99 

5112  246 

167 

00 

0-5112  301  +00000  055 

175 


Si{x) 


5,1 


A 


9-00 

0.5112  301 

01 

5112  246 

-  0-0000  055 

02 

5112  080 

166 

03 

5111  803 

277 

04 

5111  416 

387 

05 

5110  920 

496 

06 

5110  316 

604 

07 

5109  604 

712 

08 

5108  785 

819 

09 

5107  861 

924 

10 

5106  832 

1  029 

11 

5105  699 

1  133 

12 

5104  465 

1  234 

13 

5103  130 

1335 

14 

5101696 

1434 

15 

5100  165 

1  531 

16 

5098  538 

1  627 

17 

5096  818 

1  720 

18 

5095  005 

1813 

19 

5093  102 

1  903 

20 

5091  112 

1  990 

21 

50'89  036 

2  076 

22 

5086  876 

2  160 

23 

5084  635 

2  241 

24 

5082  316 

2  319 

25 

5079  920 

2  396 

26 

5077  450 

2  470 

27 

5074  909 

2  541 

28 

5072  299 

2  610 

29 

5069  624 

2  675 

30 

5066  886 

2  738 

31 

5064  087 

2  799 

32 

5061  231 

2  856 

33 

5058  321 

2  910 

34 

5055  359 

2  962 

35 

5052  349 

3  010 

36 

5049  293 

3  056 

37 

5046  196 

3  097 
3  137 

38 

5043  059 

3  173 

39 

5039  886 

40 

5036  681 

3  205 

41 

5033  446 

3  235 

42 

5030  185 

3  261 

43 

5026  901 

3  284 

44 

5023  598 

3  303 

45 

5020  278 

3  320 

46 

5016  945 

3  333 

47 

5013  603 

3  342 
3  349 

48 

5010  254 

49 

5006  902 

3  352 



0-0003  352 

•50 

0'5003  550 

9-50 

0-5003  550 

51 

5000  202 

—  00003  348 

52 

4996  860 

3  342 

53 

4993  529 

3  331 

54 

4990  211 

3  318 

55 

4986  909 

3  302 

56 

4983  628 

3  281 

57 

4980  369 

3  259 

58 

4977  137 

3  232 

59 

4973  934 

3  203 

60 

4970  763 

3  171 

61 

4967  628 

3  135 

62 

4964  531 

3  097 

63 

4961  476 

3  055 

64 

4958  465 

3  011 

65 

4955  501 

2  964 

66 

4952  588 

2  913 

67 

4949  727 

2  861 

68 

4946  922 

2  805 

69 

4944  175 

2  747 

70 

4941  489 

2  686 

71 

4938  866 

2  623 

72 

4936  309 

2  557 

73 

4933  820 

2  489 

74 

4931  402 

2  418 

75 

4929  057 

2  345 

76 

4926  786 

2  271 

77 

4924  592 

2  194 

78 

4922  477 

2  115 

79 

4920  443 

2  034 

80 

4918  492 

1  951 

81 

4916  626 

1  866 

82 

4914  845 

1  781 

83 

4913  153 

1  692 

84 

4911  549 

1  604 

85 

4910  036 

1  513 

86 

4908  615 

1  421 

87 

4907  287 

1  328 

88 

4906  054 

1  233 

89 

4904  916 

1  138 

90 

4903  874 

1  042 

91 

4902  929 

945 

92 

4902  082 

847 

93 

4901  333 

749 

94 

4900  683 

650 

95 

4900  133 

550 

96 

4899  683 

450 

97 

4899  332 

351 

98 

4899  082 

250 

99 

4898  932 

150 



-  O'OOOO  050 

10-00 

0-4898  882 

TABELV. 

Den  Gaussiske  FejUovsfunktion  og  dennes  Integral  og  6  første 

Diiferentialkvotienter. 


Da  de  kendte  Tabeller  over  de  Afledede  af  den  Gaussiske  Fejllov  var  ret 
mangelfulde,  ansaas  det  for  nødvendigt  at  beregne  disse  paa  ny  og  med  et  større 
Antal  Cifre,  navnlig  da  det  af  tidligere  nævnte  Grunde  var  nødvendigt  at  be- 
regne Tabel  over  den  sjette  Differentialkvotient.  I  denne  Tabel  betyder  (p„  (a) 
den  «-te  Differentialkvotient  af  den  Gaussiske  Fejllov;  (p-i{x)  er  saaledes  Inte- 
gralet, hvis  nedre  Grænse  er  —  to.  De  Afledede  er  beregnet  direkte  og  til 
Kontrol  er  der  foretaget  endnu  forskellige  Regninger,  ligesom  de  4  første  Cifre 
af  cp3  (o:)  og  cpj  {:v)  er  sammenlignede  med  en  Tabel  over  disse  Funktioner,  der  skyldes 
Charlier.  cp_i  [pc)  og  cpo  {x)  er  for  Fuldstændigheds  Skyld  medtagne ;  disse  er  aftrykt 
efter  Sheppards  Tavle,  idet  dog  cp„  {x)  maatte  regnes  direkte  af  Hensyn  til  Beregnin- 
gen af  de  Afledede. 

Skal  man  bruge  Afledede  af  højere  Orden  end  sjette,  kan  man  benytte  sig 
af  den  kendte  Rekursionsformel : 

9«+a  (-^■)  +  X  9n-M  (>•*")  +  («  +  l)  9"  {^)  =  O- 


\ 


A 


^ 


178 


X 

Cp-1  (^) 

0-00 

0-5000  000 

01 

5039  894 

02 

5079  783 

03 

5119  665 

04 

5159  534 

05 

5199  388 

06 

5239  222 

07 

5279  032 

08 

5318  814 

09 

5358  564 

10 

5398  278 

11 

5437  953 

12 

5477  584 

13 

5517  168 

14 

5556  700 

15 

5596  177 

16 

5635  595 

17 

5674  949 

18 

5714  237 

19 

5753  454 

20 

5792  597 

21 

5831  662 

22 

5870  644 

23 

5909  541 

24 

5948  349 

25 

5987  063 

26 

6025  681 

27 

6064  199 

28 

6102  612 

29 

6140  919 

30 

6179  114 

31 

6217  195 

32 

6255  158 

33 

6293  000 

34 

6330  717 

35 

6368  307 

36 

6405  764 

37 

6443  088 

38 

6480  273 

39 

6517  317 

40 

•  6554  217 

41 

6590  970 

42 

6627  573 

43 

6664  022 

44 

6700  314 

45 

6736  448 

46 

6772  419 

47 

6808  225 

48 

6843  863 

49 

6879  331 

0-50 

0-6914  625 

^qCx) 


+  0 


+ 


•0039  894 
39  889 
39  882 
39  869 
39  854 
39  834 
39  810 
39  782 
39  750 
39  714 
39  675 
39  631 
39  584 
39  532 
39  477 
39  418 
39  354 
39  288 
39  217 
39  143 
39  065 
38  982 
38  897 
38  808 
38  714 
38  618 
3^518 
38  413 
38  307 
38  195 
38  081 
37  963 
37  842 
37  717 
37  590 
37  457 
37  324 
37  185 
37  044 
36  900 
36  753 
36  603 
36  449 
36  292 
36  134 
35  971 
35  806 
35  638 
35  468 
0-0035  294 


+  0-3989  423 
3989  223 
3988  625 
3987  628 
3986  233 
3984  439 
3982  248 
3979  661 
3976  677 
3973  298 
3969  525 
3965  360 
3960  802 
3955  854 
3950  517 
3944  793 
3938  684 
3932  190 
3925  315 
3918  060 
3910  427 
3902  419 
3894  038 
3885  286 
3876  166 
3866  681 
3856  834 
3846  627 
3836  063 
3825  146 
3813  878 
3802  264 
3790  305 
3778  007 
3765  372 
3752  403 
3739  106 
3725  483 
3711  539 
3697  277 
3682  701 
3667  817 
3652  627 
3637  136 
3621 349 
3605  270 
3588  903 
3572  253 
3555  325 
3538  124 
+  0-3520  653 


0-0000  200 

598 

997 

1  395 

1  794 

2  191 
2  587 

2  984 

3  379 

3  773 

4  165 
4  558 

4  948 

5  337 

5  724 

6  109 
6  494 

6  875 

7  255 

7  633 

8  008 
8  381 

8  752 

9  120 
9  485 
9  847 

10  207 
10  564 

10  917 

11  268 
11  614 

11  959 

12  298 
12  635 

12  969 

13  297 
13  623 

13  944 

14  262 
14  576 

14  884 

15  190 
15  491 

15  787 

16  079 
16  367 
16  650 

16  928 

17  201 
-  0-0017  471 


9l  (^) 

0-0000  000 
0039  892 
0079  773 
0119  629 
0159  449 
0199  222 
0238  935 
0278  576 
0318  134 
0357  597 
0396  953 
0436 190 
0475  296 
0514  261 
0553  072 
0591  719 
0630  189 
0668  472 
0706  557 
0744  431 
0782  085 
0819  508 
0856  688 
0893  616 
0930  280 
0966  670 
1002  777 
1038  589 
1074  098 
1109  292 
1144  163 
1178  702 
1212  898 
1246  742 
1280  226 
1313  341 
1346  078 
1378  429 
1410  385 
1441  938 
1473  080 
1503  805 
1534  103 
1563  968 
1593  394 
1622  372 
1650  895 
1678  959 
1706  556 
1733  681 
—  01760  327 


•  0-0039  892 
39  881 
39  856 
39  820 
39  773 
39  713 
39  641 
39  558 
39  463 
39  356 
39  237 
39  106 
38  965 
38  811 
38  647 
38  470 
38  283 
38  085 
37  874 
37  654 
37  423 
37  180 
36  928 
36  664 
36  390 
36  107 
35  812 
35  509 
35  194 
34  871 
34  539 
34  196 
33  844 
33  484 
33  115 
32  737 
32  351 
31  956 
31  553 
31  142 
30  725 
30  298 
29  865 
29  426 
28  978 
28  523 
28  064 
27  597 
27  125 
—  0-0026  646 


Cp2  (x) 
0-3989  423 


3988  824 
3987  030 
3984  039 
3979  855 
3974  478 
3967  912 
3960  161 
3951  226 
3941  114 
3929  830 
3917  379 
3903  766 
3889  000 
3873  087 
3856  035 
3837  854 
3818  550 
3798 135 
3776  618 
3754  010 
3730  322 
3705  567 
3679  754 
3652  899 
3625  013 
3596  112 
3566  208 
3535  316 
3503  451 
3470  629 
3436  866 
3402  178 
3366  582 
3330  095 
3292  734 
3254  518 
3215  464 
3175  593 
3134  921 
3093  469 
3051 257 
3008  304 
2964  630 
2920  256 
2875  203 
2829  491 
2783  142 
2736  178 
2688  620 
—  0-2640  490 


+  0' 


+ 


0000  599 

1  794 

2  991 

4  184 

5  377 

6  566 

7  751 

8  935 

10  112 

11  284 

12  451 

13  613 

14  766 
15913 

17  052 

18  181 

19  304 

20  415 

21  517 

22  608 

23  688 

24  755 
,  25  813 

26  855 

27  886 

28  901 

29  904 

30  892 

31  865 

32  822 

33  763 

34  688 

35  596 

36  487 

37  361 

38  216 

39  054 

39  871 

40  672 

41  452 

42  212 

42  953 

43  674 

44  374 

45  053 

45  712 

46  349 

46  964 

47  558 
0-0048  130 


"79 


T3  O') 

+  0-0000  000 
0119  673 
0239  286 
0358  779 
0478  093 
0597  168 
0715  944 
0834  364 
0952  366 
1069  894 
1186  888 
1303  291 
1419  044 
1534  092 
1648  377 
1761  843 
1874  435 
1986  098 
2096  778 
2206  420 
2314  973 
2422  384 
2528  601 
2633  575 
2737  255 
^839  594 
2940  543 
3040  055 
3138  084 
3234  586 
-  3329  515 
3422  832 
3514  492 
3604  457 
3692  685 
3779  139 
3863  783 
3946  579 
4027  495 
4106  495 
4183  548 
4258  625 
4331  694 
4402  728 
4471  700 
4538  584 
4603  357 
4665  995 
4726  477 
4784  786 

+  0-4840  898 


+  0.0119  673 

119  613 

119  493 

119  314 

119  075 

118  776 

118  420 

118  002 

117  528 

116  994 

116  403 

115  743 

115  048 

114  295 

113  466 

112  592 

111  663 

110  680 

109  642 

108  553 

107  411 

106  217 

104  974 

103  680 

102  339 

100  949 

99  512 

98  029 

96  502 

94  929 

93  317 

91  660 

89  965 

88  228 

86  454 

84  644 

82  796 

80  916 

79  000 

77  053 

75  077 

73  069 

71  034 

68  972 

66  884 

64  773 

62  638 

60  482 

58  309 

+  00056  112 


Cp4  (■'■) 
+  1-1968  269 
1965  276 
1956  303 
1941  354 
1920  441 
1893  575 
1860  779 
1822  077 
1777  489 
1727  052 
1670  800 
1608  775 
1541  014 
1467  568 
1388  488 
1303  829 
1213  651 
1118  012 
1016  984 
0910  634 
0799  035 
0682' 266 
0560  407 
0433  541 
0301  755 
0165  142 
1-0023  795 
0-9877  809 
9727  284 
9572  324 
9413  032 
9249  521 
9081  896 
8910  275 
8734  774 
8555  502 
8372  592 
8186  159 
7996  330 
7803  230 
7606  987 
7407  735 
7205  599 
7000  716 
6793  220 
6583  246 
6370  929 
6156  409 
5939  825 
5721  316 
+  0-5501  020 


<Po  ('-'■) 


Tg  Oi> 


X 


—  0-0000  000 

—  5-9841  345 

0-00 

0-0002  993 

0-0598  344 

—  0-0598  344 

9820  394  '^ 

0-0020  951 

01 

8  973 

597  924 

62  805 

1196  268 

9757  589 

02 

14  949 

597  088 

104  620 

1793  356 

9652  969 

03 

20  913 

595  833 

146  330 

2389 189 

9506  639 

04 

26  866 

594  161 

187  930 

2983  350 

9318  709 

05 

32  796 

592  075 

229  339 

3575  425 

9089  370 

06 

38  702 

589  575 

270  538 

4165  000 

8818  832 

07 

44  588 

586  665 

311  518 

4751  665 

8507  314 

08 

50  437 

583  345 

352  203 

■  5335  010 

8155  111 

09 

56  252 

579  622 

392  572 

5914  632 

7762  539 

10 

62  025 

6490  129 

575  497 

7329  963 

432  576 

11 

67  761 

7061  099 

570  970 

6857  738 

472  225 

12 

73  446 

7627  152 

566  053 

6346  311 

511  427 

13 

79  080 

8187  896 

560  744 

5796  134 

550  177 

14 

84  659 

8742  947 

555  051 

5207  703 

588  431 

15 

90  178 

9291  926 

548  979 

4581  549 

626  154 

16 

95  639 

0-9834  454 

543  528 

3918  205 

663  344 

17 

101  028 

1-0370  168 

535  714 

3218  292 

699  913 

18 

106  350 

0898  701 

528  533 

2482  418 

735  874 

19 

111  599 

1419  698 

520  997 

1711  236 

771  182 

20 

116  769 

1932  811 

513  113 

0905  442 

805  794 

21 

121  859 

2437  695 

504  884 

5-0065  744 

839  698 

22 

126  866 

2934  015 

496  320 

4-9192  881 

872  863 

23 

131  786 

3421  443 

487  428 

8287  630 

905  251 

24 

136  613 

3899  661 

478  218 

7350  794 

936  836 

25 

141  347 

4368  358 

468  697 

6383  202 

967  592 

26 

145  986 

4827  227 

458  869 

5385  693 

997  509 

27 

150  525 

5275  974 

448  747 

4359  145 

1026  548 

28 

154  960 

5714  316 

438  342 

3304  468 

1054  677 

29 

159  292 

6141  972 

427  656 

2222  570 

1081  898 

30 

163  511 

6558  681 

416  709 

4-1114  415 

1108  155 

31 

167  625 

6964  175 

405  494 

3-9980  943 

1133  472 

32 

171  621 

7358  218 

394  043 

8823  165 

1157  778 

33 

175  501 

7740  564 

382  346 

7642  068 

1181  097 

34 

179  272 

8110  981 

370  417 

6438  668 

1203  400 

35 

182  910 

8469  264 

358  283 

5214  024 

1224  644 

36 

186  433 

8815  196 

345  932 

3969  172 

1244  852 

37 

189  829 

9148  584 

333  388 

2705  189 

1263  983 

38 

193  100 

9469  241 

320  657 

1423  148 

1282  041 

39 

196  243 

1-9776  988 

307  747 

3-0122  141 

1301  007 

40 

199  252 

2-0071  672 

294  684 

2-8809  287 

1312  854 

41 

202  136 

0353  128 

281  456 

7479  682 

1329  605 

42 

204  883 

0621  218 

268  090 

6136  455 

1343  227 

43 

207  496 

0875  815 

254  597 

4780  739 

1355  716 

44 

209  974 

1116  798 

240  983 

3413  669 

1367  070 

45 

212  317 

1344  054 

226  256 

2036  381 

1377  288 

46 

214  520 

1557  491 

213  437 

2-0650  026 

1386  355 

47 

216  584 

1757  026 

199  535 

1-9255  753 

1394  273 

48 

218  509 

1942  587 

185  561 

7854  714 

1401  039 

49 

0-0220  296 

-  2-2U4  102 

—  0-0171  515 

—  1-6448  051  + 

0-1406  663 

0.50 

231 


i8o 


a: 

cp^i  (x) 

0-50 

0-6914  625 

51 

6949  743  "" 

52 

6984  682 

53 

7019  440 

54 

7054  015 

55 

7088  403 

56 

7122  603 

57 

7156  612 

58 

7190  427 

59 

7224  047 

60 

7257  469 

61 

7290  691 

62 

7323  711 

63 

7356  527 

64 

7389 137 

65 

7421  539 

66 

7453  731 

67 

7485  711 

68 

7517  478 

69 

7549  029 

70 

7580  363 

71 

7611479 

72 

7642  375 

73 

7673  049 

74 

7703  500 

75 

7733  726 

76 

7763  727 

77 

7793  501 

78 

7823  046 

79 

7852  361 

80 

7881  446 

81 

7910  299 

82 

7938  919 

83 

7967  306 

84 

7995  458 

85 

8023  375 

86 

8051  055 

'87 

.,  8078  498 

88 

8105  703 

89 

8132  671 

90 

8159  399 

91 

8185  887 

92 

^.  ^  8212  136 

5  63 

;  ;  8238  145 

94 

8263  912 

95 

8289  439 

96 

8314  724 

97 

8339  768 

98 

8364  569 

99 

8389  129 

1-00 

08413  447 

fpQ(A-) 


0-0035  118 
34  939 
34  758 
34  575 
34  388 
34  200 
34  009 
33  815 
33  620 
33  422 
33  222 
33  020 
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10  081 
9  924 
9  770 
9  615 
9  463 
9  312 
9  162 
9  013 
8  866 
8  719 
8  576 
8  431 
8  290 
8  150 
8  010 
7  873 
7  737 
7  601 
7  469 
7  336 
7  206 
7  078 
6  949 
6  824 
6  699 
6  577 
6  454 
6  335 
6  216 
6  099 
5  984 
5  869 
5  757 
5  646 
5  536 
5  429 
5  321 
5  217 
5  113 
5  010 
4  910 
4  811 
4  713 
4  617 
4  522 
-  0-0004  428- 


0-1079  820 

+  0-1619  730 

1063  676 

+  0-0016  144 
16  031 

1608  797 

1047  645 

15  920 

1597  606 

1031  725 

15  803 

1586  163 

1015  922 

15  686 

1574  480 

1000  236 

1562  564 

0984  672 

15  564 

1550  428 

0969  228 

15  444 
15  317 

1538  076 

0953  911 

1525  524 

0938  719 

15  192 

1512  775 

0923  656 

15  063 

1499  841 

0908  722 

14  934 

1486  730 

0893  921 

14  801 

1473  452 

0879  253 

14  668 

1460  015 

0864  723 

14  530 

1446  430 

0850  325 

14  398 

14  256 

1432  699 

0836  069 

1418  840 

0821  950 

14  119 
13  979 

14.04  853 

0807  971 

1390  748 

0794  136 

13  835 

1376  538 

0780  441 

13  695 

1362  225 

0766  890 

13  551 

1347  818 

0753  486 

13  404 
13  262 

1333  330 

0740  224 

1318  760 

0727  111 

13  113 
12  968 

1304  125 

0714  143 

1289  425 

0701  321 

12  822 

1274  666 

0688  650 

12  671 
12  525 

1259  865 

0676  125 

12  375 

1245  019 

0663  750 

12  229 

1230  140 

0651  521 

12  076 

1215  228 

0639  445 

11  929 

1200  302 

0627  516 

1185  356 

0615  738 

11  778 

1170  403 

0604  108 

11  630 

1155  448 

0592  628 

11480 

1140  493 

0581  299 

11329 

1125  552 

0570  118 

11  181 

1110  623 

0559  086 

11  032 

1095  714 

0548  204 

10  882 

1080  833 

0537  468 

10  736 

1065  978 

0526  884 

10  584 

1051  166 

0516  445 

10  439 

1036  390 

0506 154 

10  291 

1021  661 

0496  013 

10  141 

1006  988 

0486  016 

9  997 

0992  366 

0476  165 

9  851 

0977  803 

0466  460 

9  705 

0963  305 

0456  898 

9  562 

0948  874 

0447  480 

9  418 

0934  515 

•0-0438  208 

+  0-0009  272 

+  0-0920  236 

A 

0.0010  933 
11  191 
11  443 
11  683 

11  916 

12  136 
12  352 
12  552 
12  749 

12  934 

13  111 
13  278 
13  437 
13  585 
13  731 
13  859 

13  987 

14  105 
14  210 
14  313 
14  407 
14  488 
14  570 
14  635 
14  700 
14  759 
14  801 
14  846 
14  879 
14  912 
14  926 
14  946 
14  953 
14  955 
14  955 
14  941 
14  929 
14  909 
14  881 
14  855 
14  812 
14  776 
14  729 
14  673 
14  622 
14  563 
14  498 
14  431 
14  359 

-  0.0014  279 


i87 


^zN 


94  N 


95  {^) 


96  G^) 


—  0-1079  820 

—  0-2699  550 

+  0-9718  380 

1106  329 

—  0-0026  509 

2602  668 

+  0-0096  882 

9656  680 

—  0-0061  700 

1131  875 

25  546 

2506  430 

96  238 

9590  492 

66  188 

1156  461 

24  586 

2410  874 

95  556 

9519  917 

70  575 

1180  095 

23  634 

2316  046 

94  828 

9445  114 

74  803 

1202  784 

22  689 

2221  985 

94  061 

9366  204 

78  910 

1224  538 

21  754 

2128  736 

93  249 

9283  347 

82  857 

1245  361 

20  823 

2036  330 

92  406 

9196  646 

86  701 

1265  268 

19  907 

1944  815 

91  515 

9106  284 

90  362 

1284  352 

19  084 

1854  219 

90  596 

9012  365 

93  919 

1302  354 

18  002 

1764  578 

89  641 

8915  031 

97  334 

1319  555 

17  201 

1675  927 

88  651 

8814  428 

100  603 

1335  876 

16  321 

1588  299 

87  628 

8710  699 

103  729 

1351  324 

15  448 

1501  723 

86  576 

8603  967 

106  732 

1365  916 

14  592 

1416  231 

85  492 

8494  399 

109  568 

1379  652 

13  736 

1331  844 

84  387 

8382  073 

112  326 

1392  557 

12  905 

1248  598 

83  246 

8267  198 

114  875 

1404  631 

12  074 

1166  511 

82  087 

8149  853 

117  345 

1415  889 

11258 

1085  607 

80  904 

8030  179 

119  674 

1426  347 

10  458 

1005  914 

79  693 

7908  340 

121  839 

1436  012 

9  665 

0927  448 

78  466 

7784  433 

123  907 

1444  897 

8  885 

0850  230 

77  218 

7658  597 

125  836 

1453  022 

8  125 

0774  283 

75  947 

7530  995 

127  602 

1460  388 

7  366 

0699  616 

74  667 

7401  696 

129  299 

1467  019 

6  631 

0626  253 

73  363 

7270  882 

130  814 

1472  920 

5  901 

0554  205 

72  048 

7138  643 

132  239 

1478 104 

5  184 

0483  484 

70  721 

7005  090 

133  553 

1482  594 

4  490 

0414  107 

69  377 

6870  399 

134  691 

1486  393 

3  799 

0346  080 

68  027 

6734  635 

135  764 

1489  521 

3  128 

0279  417 

66  663 

6597  947 

136  688 

1491  983 

2  462 

0214  149 

65  268 

6460  417 

137  530 

1493  807 

1  824 

0150  211 

63  938 

6322  216 

138  201 

1494  994 

1  187 

0087  682 

62  529 

6183  400 

138  816 

1495  565 

—  0-0000  571 

—  0-0026  544 

61  138 

6044  106 

139  294 

1495  531 

4-  0-0000  034 

+  0-0033  199 

59  743 

5904  438 

139  668 

1494  903 

628 

0091  544 

58  345 

5764  486 

139  952 

1493  705 

1  198 

0148  488 

56  944 

5624  388 

140  098 

1491  941 

1  764 

0204  031 

55  543 

5484  210 

140  178 

1489  628 

2  313 

0258  173 

54  142 

5342  418 

141  792 

1486  784 

2  844 

0310  913 

52  740 

5204  052 

138  366 

1483  412 

3  372 

0362  253 

51  340 

5064  238 

139  814 

1479  543 

3  869 

0412  199 

49  946 

4924  770 

139  468 

1475  173 

4  370 

0460  750 

48  551 

4785  678 

139  092 

1470  328 

4  845 

0507  913 

47  163 

4647  083 

138  595 

1465  024 

5  304 

0553  695 

45  782 

4509  079 

138  004 

1459  264 

5  760 

0598  099 

44  404 

4371  714 

137  365 

1453  065 

6  199 

0641 131 

43  032 

4235  077 

136  637 

1446  444 

6  621 

0682  802 

41  671 

4099  255 

135  822 

1439  411 

7  033 

0723  118 

40  316 

3964  311 

134  944 

1431  982 

7  429 

0762  090 

38  972 

3830  325 

133  986 

—  0-1424  174 

+  0-0007  808 

+  0-0799  729 

+  0-0037  639 

+  0-3697  376 

—  0-0132  949 

0-5939  010 

200 

6396  587 

—  0-0457  577 

01 

6840  639 

444  052 

02 

7271  062 

430  423 

03 

7687  803 

416  741 

04 

8090  794 

402  991 

05 

8480  016 

389  222 

06 

8855  408 

375  392 

07 

9216  997 

361  589 

08 

9564  749 

347  752 

09 

0-9898  676 

333  927 

10 

1-0218  807 

320  131 

11 

0525  184 

306  377 

12 

0817  837 

292  653 

13 

1096  856 

279  019 

14 

1362  239 

265  383 

15 

1614  158 

251  919 

16 

1852  627 

238  469 

17 

2077  754 

225  127 

18 

2289  694 

211 940 

19 

2488  512 

198  818 

20 

2674  350 

185  838 

21 

2847  396 

173  046 

22 

3007  700 

160  304 

23 

3155  509 

147  809 

24 

3290  922 

135  413 

25 

3414  083 

123  161 

26 

3525  274 

111  191 

27 

3624  566 

99  292 

28 

3712  214 

87  648 

29 

3788  340 

76  126 

30 

3853  266 

64  926 

31 

3907  073 

53  807 

32 

3950  048 

42  975 

33 

3982  379 

32  331 

34 

4004  260 

21  881 

35 

4015  997 

11  737 

36 

4017  734 

—  0-0001  737 

37 

4009  731 

+  0-0008  003 

38 

3992  251 

17  480 

39 

3965  440 

26  811 

40 

3929  692 

35  748 

41 

3885  091 

44  601 

42 

3831  977 

53  114 

43 

3770  629 

61  348 

44 

3701 193 

69  436 

45 

3623  946 

77  247 

46 

3539  172 

84  774 

47 

3447  081 

92  091 

48 

3347  957 

99  124 

49 

1-3242  083 

+  0-0105  874 

2-50 

24=* 


X  cp-1  (^^ 


9oC-^) 


2-50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

81 

82 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

96 

97 

98 

99 

3-00 


0-9937  903 
9939  634 

9941  323 

9942  969 
9944  574 

9946  139 

9947  664 

9949  151 

9950  600 

9952  012 

9953  388 

9954  729 

9956  035 

9957  308 

9958  547 

9959  754 

9960  930 

9962  074 

9963  189 

9964  274 

9965  330 

9966  358 

9967  359 

9968  333 

9969  280 

9970  202 

9971  099 
9971972 

9972  821 

9973  646 

9974  449 

9975  229 

9975  988 

9976  726 

9977  443 

9978  140 

9978  818 

9979  476 

9980  116 

9980  738 

9981  342 

9981  929 

9982  498 

9983  052 

9983  589 

9984  111 

9984  618 

9985  110 

9985  588 

9986  051 
0-9986  501 


0-0001  731 
1  689 
1  646 
1  605 
1  565 
1  525 
1  487 
1  449 
1  412 
1  376 
1  341 
1  306 
1  273 
1  239 
1  207 
1  176 
1  144 
1  115 
1  085 
1  056 
1  028 
1  001 
974 
947 
922 
897 
873 
849 
825 
803 
780 
759 
738 
717 
697 
678 
658 
640 
622 
604 
587 
569 
554 
537 
522 
507 
492 
478 
463 
4-  0-0000  450 


+  0-0175  283 
0170  947  ~ 
0166  701 
0162  545 
0158  476 
0154  493 
0150  596 
0146  782 
0143  051 
0139  401 
0135  830 
0132  337 
0128  921 
0125  581 
0122  315 
0119  122 
0116  001 
0112  951 
0109  969 
0107  056 
0104  209 
0101  428 
0098  712 
0096  058 
0093  466 
0090  936 
0088  465 
0086  052 
0083  697 
0081 398 
0079  155 
0076  965 
0074  829 
0072  744 
0070  711 
0068  728 
0066  793 
0064  907 
0063  067 
0061  274 
0059  525 
0057  821 
0056  160 
0054  541 
0052  963 
0051  426 
0049  929 
0048  470 
0047  050 
0045  666 
+  0-0044  318 


A 

^Jx) 

A 

92  r-*-) 

—  0-0438  208 

+  0-0920  236 

00004  336 

0429  077  "^ 

00009  131 

0906  036 

4  246 

0420  087 

8  990 

0891 917 

4  156 

0411  239 

8  848 

0877  889 

4  069 

0402  529 

8  710 

0863  948 

3  983 

0393  957 

8  572 

0850  098 

3  897 

0385  526 

8  431 

0836  350 

3  814 

0377  230 

8  296 

0822  698 

3  731 

0369  072 

8  158 

0809  154 

3  650 

0361  049 

8  023 

0795  715 

3  571 

0353  158 

7  891 

0782  381 

3  493 

0345  400 

7  758 

0769  156 

3  416 

0337  773 

7  627 

0756  044 

3  340 

0330  278 

7  495 

0743  050 

3  266 

0322  912 

7  366 

0730  172 

3  193 

0315  673 

7  239 

0717  412 

3  121 

0308  563 

7  110 

0704  776 

3  050 

0301  579 

6  984 

0692  265 

2  982 

0294  717 

6  862 

0679  872 

2  913 

0287  981 

6  736 

0667  612 

2  847 

0281  364 

6  617 

0655  475 

2  781 

0274  870 

6  494 

0643  469 

2  716 

0268  495 

6  375 

0631  596 

2  654 

0262  238 

6  257 

0619  853 

2  592 

0256  098 

6  140 

0608  242 

2  530 

0250  073 

6  025 

0596  765 

2  471, 

0244  162 

5  911 

0585  423 

2  413 

0238  364 

5  798 

0574  216 

2  355 

0232  677 

5  687 

0563  146 

2  299 

0227  101 

5  576 

0552  213 

2  243 

0221  633 

5  468 

0541  417 

2  190 

0216  272 

5  361 

0530  759 

2  136 

0211  017 

5  255 

0520  239 

2  085 

0205  867 

5  150 

0509  858 

2  033 

0200  819 

5  048 

0499  616 

1  983 

0195  874 

4  945 

0489  513 

1  935 

0191  029 

4  845 

0479  549 

1  886 

0186  282 

4  747 

0469  724 

1  840 

0181  634 

4  648 

0460  038 

1  793 

0177  081 

4  553 

0450  491 

1  749 

0172  623 

4  458 

0441  083 

1  704 

0168  259 

4  364 

0431  813 

1  661 

0163  987 

4  272 

0422  681 

1  619 

0159  805 

4  182 

0413  688 

1  578 

0155  712 

4  093 

0404  831 

1  537 

0151  708 

4  004 

0396  112 

1  497 

0147  790 

3  918 

0387  529 

1  459 

0143  957 

3  833 

0379  082 

1  420 

0140  208 

3  749 

0370  770 

1  384 

0136  541 

3  667 

0362  592 

-  0-0001  348 

—  0-0132  955 

+  0-0003  586 

+  0-0354  548 

-  0-0014  200 
14  119 
14  028 
13  941 
13  850 
13  748 
13  652 
13  544 
13  439 
13  334 
13  225 
13  112 
12  994 
12  878 
12  760 
12  636 
12  511 
12  393 
12  260 
12  137 
12  006 
11  873 
-11  743 
11  611 
11  477 
11  342 
11  207 
11  070 
10  933 
10  796 
10  658 
10  520 
10  381 
10  242 
10  103 
9  964 
9  825 
9  686 
9  547 
9  408 
9  270 
9  132 
8  993 
8  857 
8  719 
8  583 
8  447 
8  312 
8  178 
—  0-0008  044 


1 89 


93  M 


94  0^0 


9-6^; 


96  C^) 


0-1424  174 

+  0-0799  729 

1415  997 

-1-  0-0008  177 

0836  044 

1407  458 

8  539 

0871  043 

1398  582 

8  876 

0904  745 

1389  369 

9  213 

0937  155 

1379  835 

9  534 

0968  286 

1370  004 

9  831 

0998  161 

1359  875 

10  129 

1026  785 

1349  473 

10  402 

1054  180 

1338  804 

10  669 

1080  359 

1327  874 

10  930 

1105  330 

1316  698 

11  176 

1129  113 

1305  290 

11  408 

1151  727 

1293  666 

11  624 

1173  191 

1281  830 

11  836 

1193  516 

1269  796 

12  034 

1212  722 

1257  578 

12  218 

1230  830 

1245  190 

12  388 

1247  862 

1232  624 

12  566 

1263  815 

1219  915 

12  709 

1278  735 

1207  053 

12  862 

1292  619 

1194  062 

12  991 

1305^501 

1180  950 

13  112 

1317  396 

1167  721 

13  229 

1328  320 

1154  387 

13  334 

1338  294 

1140  958 

13  429 

1347  339 

1127  443 

13  515 

1355  474 

1113  851 

13  592 

1362  719 

1100  191 

13  660 

1369  094 

1086  472 

13  719 

1374  619 

1072  702 

13  770 

1379  315 

1058  889 

13  813 

1383  200 

1045  041 

13  848 

1386  297 

1031  165 

13  876 

1388  623 

1017  270 

13  895 

1390  200 

1003  364 

13  906 

1391  048 

0989  452 

13  912 

1391  187 

0975  542 

13  910 

1390  635 

0961  641 

13  901 

1389  414 

0947  756 

13  885 

1387  543 

0933  893 

13  863 

1385  041 

0920  057 

13  836 

1381  928 

0906  256 

13  801 

1378  224 

0892  495 

13  761 

1373  947 

0878  779 

13  716 

1369  116 

0865  114 

13  665 

1363  752 

0851  506 

13  608 

1357  871 

0837  958 

13  548 

1351  492 

0824  478 

13  480 

1344  635 

0811  067 

13  411 

1337  316 

0-0797  732 

4-  0-0013  335 

-f  01329  554 

+  0-0036  315 

34  999 

33  702 

32  410 

31  131 

29  875 

28  624 

27  395 

26  179 

24  971 

23  783 

22  614 

21  464 

20  325 

19  206 

18  108 

17  032 

15  953 

14  920 

13  884 

12  882 

11  895 

10  924 

9  974 

9  045 

8  135 

7  245 

6  375 

5  525 

4  696 

3  885 

3  097 

2326 

1  577 

848 

-|-  0-0000  139 

—  0-0000  552 

1  221 

1  871 

2  502 

3  113 

3  704 

4  277 

4  831 

5  364 

5  881 

6  379 
6857 

7  319 

—  0-0007  762 


+  0-3697  376 
3565  518 
3434  804 
3305  324 
3177  104 
3050  211 
2924  724 
2800  665 
2678  109 
2557  089 
2437  638 
2319  805 
2203  635 
2089  172 
1976  437 
1865  469 
1756  303 
1648  970 
1543  471 
1439  862 
1338  140 
1238  342 
1140  524 
1044  569 
0950  620 
0858  649 
0768  664 
0680  674 
0594  684 
0510  701 
0428  726 
0348  761 
0270  805 
0194  857 
0120  913 

+  0-0048  967 

—  0-0020  986 

0088  954 
0154  946 
0218  974 
0281  048 
0341  182 
0399  389 
0455  685 
0510  086 
0562  610 
0613  274 
0662  097 
0709  101 
0754  306 

—  0-0797  732 
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0262  281 

6  495 

0255  786 

6  370 

0249  416 

6  246 

0243  170 

6  122 

0237  048 

6  001 

0231  047 

5  881 

0225  166 

5  762 

0219  404 

5  645 

0213  759 

0208  231 

5  528 

5414 

0202  817 

5  300 

0197  517 

0192  329 

5  188 

0187  251 

5  078 

0182  282 

4  969 

0177  420 

4  862 

0172  664 

4  756 

0168  013 

4  651 

0163  465 

4  548 

0159  019 

4  446 

0154  672 

4  347 

0150  424 

4  248 

0146  272 

4  152 

0142  216 

4  056 

0138  254 

3  962 

0134  384 

3  870 

0130  605 

3779 

0126  915 

3  690 

0123  313 

3  602 

0119  797 

3  516 

0116  366 

3  431 

0113  019 

3  347 

0109  753 

3  266 

0106  567 

3  186 

0103  460 

3  107 

0100  431 

3  029 

0097  477 

2  954 

0094  598 

2  879 

0091  792 

2  806 

0089  057 

2  735 

0086  393 

2  664 

0083  797 

2  596 

0081  269 

2  528 

0078  807 

2  462 

0076  409 

2  398 

0074  075 

2  334 

0071  803 

2  272 

00069  592 

+  0-0002  211 

94  W 

+  0-0694  328 
0681  382 
0668  549 
0655  830 
0643  231 
0630  753 
0618  401 
0606  178 
0594  085 
0582  126 
0570  302 
0558  617 
0547  072 
0535  668 
0524  408 
0513  293 
0502  324 
0491  503 
0480  831 
0470  308 
Q459  935 
0449  714 
0439  644 
0429  726 
0419  960 
0410  347 
0400  886 
0391  578 
0382  421 
0373  417 
0364  565 
0355  863 
•0347  313 
0338  912 
0330  661 
0322  559 
0314  604 
0306  796 
0299  134 
0291  617 
0284  244 
0277  014 
0269  925 
0262  976 
0256  166 
0249  493 
0242  957 
0236  555 
0230  287 
0224  150 
0-0218  143 


95  ("^) 


96  (•^) 


-  0-0012  946 

12  833 

12  719 

12  599 

12  478 

12  352 

12  223 

12  093 

11  959 

11  824 

11  685 

11  545 

11404 

11  260 

11  115 

10  969 

10  821 

10  672 

10  523 

10  373 

10  221 

10  070 

9  918 

9  766 

9  613 

9  461 

9  308 

9  157 

9  004 

8  852 

8  702 

8  550 

8  401 

8  251 

8  102 

7  955 

7  808 

7  662 

7  517 

7  373 

7  230 

7  089 

6  949 

6  810 

6  673 

6  536 

6  402 

6  268 

6  137 

0-0006  007 


+ 


•  0-1300  024 

+  0-1078  445 

1289  042 

+  0-0010  982 

1117  626 

+  00039  181 

1277  679 

11  363 

1154  687 

37  061 

1265  955 

11724 

1189  671 

34  984 

1253  892 

12  063 

1222  626 

32  955 

1241  510 

12  382 

1253  592 

30  966 

1228  827 

12  683 

1282  617 

29  025 

1215  863 

IC  964 

1309  744 

27  127 

1202  638 

13  225 

1335  020 

25  276 

1189  169 

13  469 

1358  489 

23  469 

1175  474 

13  695 

1380  195 

21  706 

1161  571 

13  903 

1400  184 

19  989 

1147  476 

14  095 

1418  506 

18  322 

1133  206 

14  270 

1435 198 

16  692 

1118  777 

14  429 

1450  310 

15  112 

1104  205 

14  572 

1463  884 

13  574 

1089  505 

14  700 

1475  966 

12  082 

1074  691 

14  814 

1486  599 

10  633 

1059  777 

14  914 

1495  827 

9  228 

1044  779 

14  998 

1503  693 

7  866 

1029  708 

15  071 

1510  242 

6  549 

1014  578 

15  130 

1515  514 

5  272 

0999  402 

15  176 

1519  554 

4  040 

0984  191 

15211 

1522  402 

2  848 

•  0968  957 

15  234 

1524  099 

1  697 

0953  713 

15  244 

1524  688 

4  0-0000  589 

0938  467 

15  246 

1524  207 

—  0-0000  481 

0923  232 

15  235- 

1522  696 

1  511 

0908  016 

15  216 

1520  196 

2  500 

0892  831 

15  185 

1516  745 

3  451 

0877  685 

15  146 

1512  379 

4  366 

0862  587 

15  098 

1507  138 

5  241 

0847  545 

15  042 

1501  058 

6  080 

0832  568 

14  977 

1494  175 

6  883 

0817  664 

14  904 

1486  524 

7  651 

0802  840 

14  824 

1478 135 

8  389 

0788  103 

14  737 

1469  059 

9  076 

0773  461 

14  642 

1459  313 

9  746 

0758  919 

14  542 

1448  934 

10  379 

0744  484 

14  435 

1437  956 

10  978 

0730  162 

14  322 

1426  410 

11  546 

0715  958 

14  204 

1414  326 

12  084 

0701  877 

14  081 

1401  734 

12  592 

0687  925 

13  952 

1388  665 

13  069 

0674  105 

13  820 

1375  146 

13  519 

0660  423 

13  682 

1361  206 

13  940 

0646  883 

13  540 

1346  870 

14  336 

0633  487 

13  396 

1332  168 

14  702 

0620  240 

13  247 

1317  123 

15  045 

0607  146 

13  094 

1301  762 

15  361 

0-0594  213  +0-°012  933 

+  0-1286  108 

-  0-0015  654 

3-50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 
4-00 


25 


TABEL  VI. 

Hermiteske  Polynomier  af  Graderne  2,  3,  4,  5  og  6. 


Disse  Funktioner  er  regnede  exact.     Da  H^  {x)  =  —  x, 
var  der  ingen  Grund  til  at  medtage  denne. 


25" 
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Polynomiet  x^ —  1, 


^sW 


0-00 

—  1-0000 

01 

0-9999 

02 

9996 

03 

9991 

04 

9984 

05 

9975 

06 

9964 

07 

9951 

08 

9936 

09 

9919 

10 

9900 

11 

9879 

12 

9856 

13 

9831 

14 

9804 

15 

9775 

16 

9744 

17 

9711 

18 

9676 

19 

9639 

20 

9600 

21 

9559 

22 

9516 

23 

9471 

24 

9424 

25 

9375 

26 

9324 

27 

9271 

28 

9216 

29 

9159 

30 

9100 

31 

9039 

32 

8976 

33 

8911 

34 

8844 

35 

8775 

36 

8704 

37 

8631 

38 

8556 

39 

8479 

40 

8400 

41 

8319 

42 

8236 

43 

8151 

44 

8064 

45 

7975 

46 

7884 

47 

7791 

48 

7696 

49 

7599 

0-50 

—  0-7500 

X 

J£,[x) 

X 

JI^{x) 

0-50 

—  0-7500 

1-00 

0-0000 

51 

7399 

01 

+  0-0201 

52 

7296 

02 

0404 

53 

7191 

03 

0609 

54 

7084 

04 

0816 

55 

6975 

05 

1025 

56 

6864 

06 

1236 

57 

6751 

07 

1449 

58 

6636 

08 

1664 

59 

6519 

09 

1881 

60 

6400 

10 

2.100 

61 

6279 

11 

2321 

62 

6156 

12 

2544 

63 

6031 

13 

2769 

64 

5904 

14 

2996 

65 

5775 

15 

3225 

66 

5644 

16 

3456 

67 

5511 

17 

3689 

68 

5376 

18 

3924 

69 

5239 

19 

4161 

70 

5100 

20 

4400 

71 

4959 

21 

4641 

72 

4816 

22 

4884 

73 

4671 

23 

5129 

74 

4524 

24 

5376 

75 

4375 

25 

5625 

76 

4224 

26 

5876 

77 

4071 

27 

6129 

78 

3916 

28 

6384 

79 

3759 

29 

6641 

80 

3600 

30 

6900 

81 

3439 

31 

7161 

82 

3276 

32 

7424 

83 

3111 

33 

7689 

84 

2944 

34 

7956 

85 

2775 

35 

8225 

86 

2604 

36 

8496 

87 

2431 

37 

8769 

88 

2256 

38 

9044 

89 

2079 

39 

9321 

90 

1900 

40 

9600 

91 

1719 

41 

0-9881 

92 

1536 

42 

1-0164 

93 

1351 

43 

0449 

94 

1164 

44 

0736 

95 

0975 

45 

1025 

96 

0784 

46 

1316 

97 

0591 

47 

1609 

98 

0396 

48 

1904 

99 

-  0-0199 

49 

2201 

1-00 

0-0000 

1-50 

+  1-2500 

X      Hg  (x\ 


1-50 

+  1-2500 

51 

2801 

52 

3104 

53 

3409 

54 

3716 

55 

4025 

56 

4336 

57 

4649 

58 

4964 

59 

5281 

60 

5600 

61 

5921 

62 

6244 

63 

6569 

64 

6896 

65 

7225 

66 

7556 

67 

7889 

68 

8224 

69 

8561 

70 

8900 

71 

9241 

72 

9584 

73 

1-9929 

74 

2-0276 

75 

0625 

76 

0976 

77 

1329 

78 

1684 

79 

2041 

80 

2400 

81 

2761 

82 

3124 

83 

3489 

84 

3856 

85 

4225 

86 

4596 

87 

4969 

88 

5344 

89 

5721 

90 

6100 

91 

6481 

92 

6864 

93 

7249 

94 

7636 

95 

8025 

96 

8416 

97 

8809 

98 

9204 

99 

2-9601 

200 

+  3  0000 
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Polynomiet  x-—l. 


lÅ  (x-) 


200 

+  3-0000 

01 

0401 

02 

0804 

03 

1209 

04 

1616 

05 

2025 

06 

2436 

07 

2849 

08 

3264 

09 

3681 

10 

4100 

11 

4521 

12 

4944 

13 

5369 

14 

5796 

15 

6225 

16 

6656 

17 

7089 

18 

7524 

19 

7961 

20 

8400 

21 

8841 

22 

9284 

23 

3-9729 

24 

4-0176 

25 

0625 

26 

1076 

27 

1529 

28 

.1984 

29 

2441 

30 

2900 

31 

3361 

32 

3824 

33 

4289 

34 

4756 

35 

5225 

36 

5696 

37 

6169 

38 

6644 

39 

7121 

40 

7600 

41 

8081 

42 

8564 

43 

9049 

44 

4-9536 

45 

5-0025 

46 

0516 

47 

1009 

48 

1504 

49 

2001 

2-50 

+  5-2500 

If,{x) 


2-50 

+  5-2500 

51 

3001 

52 

3504 

53 

4009 

54 

4516 

55 

5025 

56 

5536 

57 

6049 

58 

6564 

59 

7081 

60 

7600 

61 

8121 

62 

8644 

63 

9169 

64 

5-9696 

65 

6-0225 

66 

0756 

67 

1289 

68 

1824 

^  69 

2361 

70 

2900 

71 

3441 

72 

3984 

73 

4529 

74 

5076 

75 

5625 

76 

6176 

77 

6729 

78 

7284 

79 

7841 

80 

8400 

81 

8961 

82 

6-9524 

83 

7-0089 

84 

0656 

85 

1225 

86 

1796 

87 

2369 

88 

2944 

89 

3521 

90 

4100 

91 

4681 

92 

5264 

93 

5849 

94 

6436 

95 

7025 

96 

7616 

97 

8209 

98 

8804 

99 

7-9401 

3-00 

+  8-0000 

X 

Jf,{x) 

300 

+  8-0000 

01 

0601 

02 

1204 

03 

1809 

04 

2416 

05 

3025 

06 

3636 

07 

4249 

08 

4864 

09 

5481 

10 

6100 

11 

6721 

12 

7344 

13 

7969 

14 

8596 

15 

9225 

16 

8-9856 

17 

9-0489 

18 

1124 

19 

1761 

20 

2400 

21 

3041 

22 

3684 

23 

4329 

24 

4976 

25 

5625 

26 

6276 

27 

6929 

28 

7584 

29 

8241 

30 

8900 

31 

9-9561 

32 

10-0224 

33 

0889 

34 

1556 

35 

2225 

36 

2896 

37 

3569 

38 

4244 

39 

4921 

40 

5600 

41 

6281 

42 

6964 

43 

7649 

44 

8336 

45 

9025 

46 

10-9716 

47 

11-0409 

48 

11.1104 

49 

11.1801 

3-50 

+  11-2500 

^^(.r) 


3-50 

4-  11-2500 

51 

11-3201 

52 

11-3904 

53 

11-4609 

54 

11-5316 

55 

116025 

56 

11-6736 

57 

11-7449 

58 

11-8164 

59 

11-8881 

60 

11-9600 

61 

12-0321 

62 

12-1044 

63 

12-1769 

64 

12-2496 

65 

12  3225 

66 

123956 

67 

12-4689 

68 

12-5424 

69 

12-6161 

70 

12-6900 

71 

12-7641 

72 

12-8384 

73 

12-9129 

74 

12-9876 

75 

13-0625 

76 

13-1376 

77 

13-2129 

78 

.  13-2884 

79 

13-3641 

80 

13-4400 

81 

13-5161 

82 

13-5924 

83 

13-6689 

84 

13-7456 

85 

13  8225 

86 

13-8996 

87 

13-9769 

88 

140544 

89 

14-1321 

90 

14-2100 

91 

14-2881 

92 

14-3664 

93 

14  4449 

94 

14-5236 

95 

14-6025 

96 

14-6816 

97 

14-7609 

98 

14-8404 

99 

14-9201 

4-00 

+  15-0000 
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Polynomiet  —  x^  +  3x. 


B,  (x) 


000  ' 

00000  00 

01  +  00299  99 

02 

0599  92 

03 

0899  73 

04 

1199  36 

05 

1498  75 

06 

1797  84 

07 

2096  57 

08 

2394  88 

09 

2692  71 

10 

2990  00 

11 

3286  69 

12 

3582  72 

13 

3878  03 

14 

4172  56 

15 

4466  25 

16 

4759  04 

17 

5050  87 

18 

5341  68 

19 

5631  41 

20 

5920  00 

21 

6207  39 

22 

6493  52 

23 

6778  33 

24 

7061 76 

25 

7343  75 

26 

7624  24 

27 

7903  17 

28 

8180  48 

29 

8456  11 

30 

8730  00 

31 

9002  09 

32 

9272  32 

33 

9540  63 

34 

0-9806  96 

35 

1-0071  25 

36 

0333  44 

37 

0593  47 

38 

0851  28 

39 

1106  81 

40 

1360  00 

41 

1610  79 

42 

1859  12 

43 

2104  93 

44 

2348  16 

.  45 

2588  75 

46 

2826  64 

47 

3061  77 

48 

3294  08 

49 

3523  51 

050 

4  1-3750  00 

X 

^3^ 

0-50 

+  1-3750  00 

51 

3973  49 

52 

4193  92 

53 

4411  23 

54 

4625  36 

55 

4836  25 

56 

5043  84 

57 

5248  07 

58 

5448  88 

.  59 

5646  21 

60 

5840  00 

61 

6030  19 

62 

6216  72 

63 

6399  53 

64 

6578  56 

65 

6753  75 

66 

6925  04 

67 

7092  37 

68 

7255  68 

69 

7414  91 

70 

7570  00 

71 

7720  89 

72 

7867  52 

73 

8009  83 

74 

8147  76 

75 

8281  25 

76 

8410  24 

77 

8534  67 

78 

8654  48 

79 

8769  61 

80 

8880  00 

81 

8985  59 

82 

9086  32 

• 

83 

9182  13 

84 

9272  96 

85 

9358  75 

86 

9439  44 

87 

9514  97 

■  88 

9585  28 

89 

9650  31 

90 

9710  00 

91 

9764  29 

92 

9813  12 

93 

9856  43 

94 

9894  16 

95 

9926  25 

96 

9952  64 

97 

9973  27 

98 

9988  08 

.   99 

1-9997  01 

1-00 

-)-  2-0000  00 

X' 

^3^ 

100 

+  2-0000  00 

01 

1-9996  99 

02 

9987  92 

03 

9972  73 

04 

9951  36 

05 

9923  75 

06 

9889  84 

07 

9849  57 

08 

9802  88 

09 

9749  71 

10 

9690  00 

11 

9623  69 

12 

9550  72 

13 

9471  03 

14 

9384  56 

15 

9291  25 

16 

9191  04 

17 

9083  87 

18 

8969  68 

19 

8848  41 

20 

8720  00 

21 

8584  39 

22 

8441  52 

23 

8291  33 

24 

8133  76 

25 

7968  75 

26 

7796  24 

27 

7616  17 

28 

7428  48 

29 

7233  11 

30 

7030  00 

31 

6819  09 

32 

6600  32 

33 

6373  63 

34 

6138  96 

35 

5896  25 

36 

5645  44 

37 

5386  47 

38 

5119  28 

39 

4843  81 

40 

4560  00 

41 

4267  79 

42 

3967  12 

43 

3657  93 

'   44 

3340  16 

45 

3013  75 

4fi 

2678  64 

47 

2334  77 

48 

1982  08 

49 

1620  51 

1-50 

-f  1-1250  00 

X 

^sW 

1-50 

+  1-1250  00 

51 

1-0870  49 

52 

1-0481  92 

53 

10084  23 

54 

0-9677  36 

55 

9261  25 

56 

8835  84 

57 

8401  07 

58 

7956  88 

59 

7503  21 

60 

7040  00 

61 

6567  19 

62 

6084  72 

63 

5592  53 

64 

5090  56 

65 

4578  75 

66 

4057  04 

67 

3525  37 

68 

2983  68 

69 

2431  91 

70 

1870  00 

71 

1297  89 

72 

0715  52 

73 

+  0-0122  83 

74 

—  0-0480  24 

75 

1093  75 

76 

1717  76 

77 

2352  33 

78 

2997  52 

79 

3653  39 

80 

4320  00 

81 

4997  41 

82 

5685  68 

83 

6384  87 

84 

7095  04 

85 

7816  25 

86 

8548  56 

87 

0-9292  03 

88 

1-0046  72 

89 

0812  69 

90 

1590  00 

91 

2378  71 

92 

3178  88 

93 

3990  57 

94 

4813  84 

95 

5648  75 

96 

6495  36 

97 

7353  73 

98 

8223  92 

99 

1-9105  99 

2-00 

—  2-0000  00 
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Polynomiet  —  x^  +  3x. 


H^  {^) 


H^x) 


H.^  ix) 


Hz^A 


2-00  - 

-  2-0000  00 

2  50  - 

-  8-1250  00 

3  00  - 

-  18-0000  00 

3-50  - 

-  32.3750  00 

01 

0906  01 

51 

8-2832  51 

01 

18-2409  01 

51 

32-7135  51 

02 

1824  08 

52 

8-4430  08 

02 

18-4836  08 

52 

330542  08 

03 

2754  27 

53 

8-6042  77 

03 

18-7281  27 

53 

33-3969  77 

04 

3696  64 

54 

8-7670  64 

04 

18-9744  64 

54 

33-7418  64 

05 

4651  25 

55 

8-9313  75 

05 

19  2226  25 

55 

34-0888  75 

06 

5618  16 

56 

9-0972  16 

06 

19-4726  16 

56 

344380  16 

07 

6597  43 

57 

9-2645  93 

07 

19-7244  43 

57 

34-7892  93 

08 

7589  12 

58 

9-4335  12 

08 

19-9781  12 

58 

35-1427  12 

09 

8593  29 

59 

9-6039  79 

09 

20-2336  29 

59 

35-4982  79 

10 

2-9610  00 

60 

9*7760  00 

10 

20-4910  00 

60 

35-8560  00 

11 

3-0639  31 

61 

9-9495  81 

11 

20-7502  31 

61 

36-2158  81 

12 

1681  28   . 

62 

10-1247  28 

12 

21  0113  28 

62 

36-5779  28 

13 

2735  97 

63 

10-3014  47 

13 

21-2742  97 

63 

36-9421  47 

11 

3803  44 

64 

10-4797  44 

14 

21-539144 

64 

37-3085  44 

15 

4883  75 

65 

10-6596  25 

15 

21-8058  75 

65 

37-6771  25 

16 

5976  96 

66 

10-8410  96 

16 

22-0744  96 

66 

38-0478  96 

17 

7083  13 

67 

11-0241  63 

17 

22-3450  13 

67 

38-4208  63 

18 

8202  32 

>  68 

11-2088  32 

18 

22-6174  32 

68 

38-7960  32 

19 

3-9334  59 

'  69 

11-3951  09 

19 

22-8917  59 

69 

39-1734  09 

20 

4-0480  00 

70 

11-5830  00 

20 

23-1680  00 

70 

39-5530  00 

21 

1638  61 

71 

11-7725  11 

21 

23-4461  61 

71 

39-9348  11 

22 

2810  48 

72 

11-9636  48 

22 

23-7262  48 

72 

40-3188  48 

23 

3995  67 

73 

12-1564  17 

23 

24-0082  67 

73 

40-7051  17 

24 

5194  24 

74 

12-3508  24 

24 

24-2922  24 

74 

.  41-0936  24 

25 

6406  25 

75 

12-5468  75 

25 

24-5781  25 

75 

41-4843  75 

26 

7631  76 

76 

12-7445  76 

26 

24-8659  76 

76 

41-8773  76 

27 

4-8870  83 

77 

12-9439  33 

27 

25-1557  83 

77 

42-2726  33 

28 

50123  52 

78 

13-1449  52 

28 

25-4475  52 

78 

42-6701  52 

29 

1389  89 

79 

13-3476  39 

29 

25-7412  89 

79 

43-0699  39 

30 

2670  00 

80 

13-5520  00 

30 

26-0370  00 

80 

43-4720  00 

31 

3963  91 

81 

13-7580  41 

31 

26-3346  91 

81 

43-8763  41 

32 

5271  68 

82 

13-9657  68 

32 

26-6343  68 

82 

44-2829  68 

33 

6593  37 

83 

14-175187 

33 

26"9360  37 

83 

44-6918  87 

34 

7929  04 

84 

14-3863  04 

34 

27-2397  04 

84 

45-1031  04 

35 

5-9278  75 

85 

14-5991  25 

35 

27-5453  75 

85 

45-5166  25 

36 

60642  56 

86 

14-8136  56 

36 

27-8530  56 

86 

45-9324  56 

37 

2020  53 

87 

15-0299  03 

37 

28-1627  53 

87 

46-3506  03 

38 

3412  72 

88 

15-2478  72 

38 

28-4744  72 

88 

46-7710  72 

39 

4819  19 

89 

15-4675  69 

39 

28'7882  19 

89 

47-1938  69 

40 

6240  00 

90 

156890  00 

40 

29-1040  00 

90 

47-6190  00 

41 

7675  21 

91 

15-9121  71 

41 

29-4218  21 

91 

48-0464  71 

42 

6-9124  88 

92 

16  1370  88 

42 

29-7416  88 

92 

48-4762  88 

43 

70589  07 

93 

16-3637  57 

43 

30-0636  07 

93 

48-9084  57 

44 

2067  84 

94 

16-5921  84 

44 

30-3875  84 

94 

49  3429  84 

45 

3561  25 

95 

16  8223  75 

45 

30-7136  25 

95 

497798  75 

46 

5069  36 

96 

17  0543  36 

46 

31-0417  36 

96 

50-2191  36 

47 

6592  23 

97 

17-2880  73 

47 

31-3719  23 

97 

50-6607  73 

48 

8i29  92 

98 

17-5235  92 

48 

31-7041  92 

98 

511047  92 

49 

7  9682  49 

99 

17-7608  99 

49 

32-0385  49 

99 

51-5511  99 

2-50 

-  8-1250  00 

i     3-00 

—  18-0000  00 

3-50 

—  32-3750  00 

4-00 

—  52  0000  00 

200 


H,{.v) 


0-00 

+  3-0000  0000 

01 

2-9994  0001 

02 

9976  0016 

03 

9946  0081 

04 

9904  0256 

05 

9850  0625 

06 

9784  1296 

07 

9706  2401 

08 

9616  4096 

09 

9514  6561 

10 

9401  0000 

11 

9275  4641 

12 

9138  0736 

13 

8988  8561 

14 

8827  8416 

15 

8655  0625 

16 

8470  5536 

17 

8274  3521 

18 

8066  4976 

19 

7847  0321 

20 

7616  0000 

21 

7373  4481 

22 

7119  4256 

23 

6853  9841 

24 

6577  1776 

25 

6289  0625 

26 

5989  6976 

27 

5679  1441 

28 

5357  4656 

29 

5024  7281 

30 

4681  0000 

31 

4326  3521 

32 

3960  8576 

33 

3584  5921 

34 

3197  6336 

35 

2800  0625 

36 

2391  9616 

37 

1973  4161 

38 

1544  5136 

39 

1105  3441 

40 

0656  0000 

41 

2-0196  5761 

42 

1-9727  1696 

43 

9247  8801 

44 

8758  8096 

45 

8260  0625 

46 

7751  7456 

47 

7233  9681 

48 

6706  8416 

49 

6170  4801 

0-50 

+  1-5625  0000 

Polynomiet  x^  —  ^x- 

+  3. 

X 

H,  (x) 

X 

HM 

0-50 

+  1-5625  0000 

1-00 

—  2-0000  0000 

51 

5070  5201 

01 

0799  9599 

52 

4507  1616 

02 

1599  6784 

53 

3935  0481 

03 

2398  9119 

54 

3354  3056 

04 

3197  4144 

55 

2765  0625 

05 

3994  9375 

56 

2167  4496 

06 

4791  2304 

57 

1561  6001 

07 

5586  0399 

58 

0947  6496 

08 

6379  1104 

59 

1-0325  7361 

09 

7170 1839 

60 

0-9696  0000 

10 

7959  0000 

61 

9058  5841 

11 

8745  2959 

62 

8413  6336 

12 

2-9528  8064 

63 

7761 2961 

13 

3-0309  2639 

64 

71017216 

14 

1086  3984 

65 

6435  0625 

15 

1859  9375 

66 

5761  4736 

16 

2629  6064 

67 

5081  1121 

17 

3395  1279 

68 

4394  1376 

18 

4156  2224 

69 

3700  7121 

19 

4912  6079 

70 

3001  0000 

20 

5664  0000 

71 

2295  1681 

21 

6410  1119 

72 

1583  3856 

22 

7150  6544 

73 

0865  8241 

23 

7885  3359 

74 

+  0-0142  6576 

24 

8613  8624 

75 

—  0-0585  9375 

25 

3-9335  9375 

76 

1319  7824 

26 

4-0051  2624 

77 

2058  6959 

27 

0759  5359 

78 

2802  4944 

28 

1460  4544 

79 

3550  9919 

29 

2153  7119 

80 

4304  0000 

30 

2839  0000 

81 

5061  3279 

31 

3516  0079 

82 

5822  7824 

32 

4184  4224 

83 

6588  1679 

33 

4843  9279 

84 

7357  2864 

34 

5494  2064 

^5 

8129  9375 

35 

6134  9375 

86 

8905  9184 

36 

6765  7984 

87 

0-9685  0239 

37 

7386  4639 

88 

1-0467  0464 

38 

7996  6064 

89 

1251  7759 

39 

8595  8959 

90 

2039  0000 

40 

9184  0000 

91 

2828  5039 

41 

4-9760  5839 

92 

3620  0704 

42 

5-0325  3104 

93 

4413  4799 

43 

0877  8399 

94 

5208  5104 

44 

1417  8304 

95 

6004  9375 

45 

1944  9375 

96 

6802  5344 

46 

2458  8144 

97 

7601  0719 

47 

2959  1119 

98 

8400  3184 

48 

3445  4784 

99 

1-9200  0399 

49 

3917  5599 

1-00 

—  2-0000  0000 

1-50 

—  5-4375  0000 

H,{x) 


1-50 

—  5-4375  0000 

51 

4817  4399 

52 

5244  5184 

53 

5655  8719 

54 

6051  1344 

55 

6429  9375 

56 

6791  9104 

57 

7136  6799 

58 

7463  8704 

59 

7773  1039 

60 

8064  0000 

61 

8336  1759 

62 

8589  2464 

63, 

8822  8239 

64 

9036  5184 

65 

9229  9375 

66 

9402  6864 

67 

.  9554  3679 

68 

9684  5824 

69 

9792  9279 

70 

9879  0000 

71 

9942  3919 

72 

9982  6944 

73 

9999  4959 

74 

9992  3824 

75 

9960  9375 

76 

9904  7424 

77 

9823  3759 

78 

9716  4144 

79 

9583  4319 

80 

9424  0000 

81 

9237  6879 

82 

9024  0624 

83 

8782  6879 

84 

8513  1264 

85 

8214  9375 

86 

7887  6784 

87 

7530  9039 

88 

7144  1664 

89 

6727  0159 

90 

6279  0000 

91 

5799  6639 

92 

5288  5504 

93 

4745 1999 

94 

4169  1504 

95 

3559  9375 

96 

2917  0944 

97 

2240  1519 

98 

1528  6384 

99 

0782  0799 

200 

—  5-0000  0000 

20t 


Polynomiet  x^  —  6x^  4  3. 


ffA^) 


200 

—  5-0000  0000 

01 

4-9181  9199 

02 

4-8327  3584 

03 

4-7435  8319 

04 

4-6506  8544 

05 

4-5539  9375 

06 

4-4534  5904 

07 

4-3490  3199 

08 

4-2406  6304 

09 

4-1283  0239 

10 

4-0119  0000 

11 

3-8914  0559 

12 

3-7667  6864 

13 

3-6379  3839 

14 

3-5048  6384 

15 

3-3674  9375 

16 

3-2257  7664 

17 

3-0796  6079 

18 

2-9290  9424 

19 

2.7740  2479 

20 

2.6144  0000 

21 

2.4501  6719 

22 

2.2812  7344 

23 

2-1076  6559 

24 

1-9292  9024 

25 

1.7460  9375 

26 

1.5580  2224 

27 

1.3650  2159 

28 

1-1670  3744 

29 

0-9640  1519 

30 

0-7559  0000 

31 

0-5426  3679 

32 

0-3241  7024 

33 

—  0-1004  4479 

34 

+  0-1285  9536 

35 

0-3630  0625 

36 

0-6028  4416 

37 

0-8481  6561 

38 

1-0990  2736 

39 

1-3554  8641 

40 

1-6176  0000 

41 

1-8854  2561 

42 

2-1590  2096 

43 

2-4384  4401 

44 

2-7237  5296 

45 

3-0150  0625 

46 

3-3122  6256 

47 

3-6155  8081 

48 

3-9250  2016 

49 

4-2406  4001 

2-50. 

+  4-5625  0000 

//,  (.r) 


2-50 

+  4-5625  0000 

51 

4-8906  6001 

52 

5-2251  801G 

53 

5-5661  2081 

54 

5'9135  4256 

55 

6-2675  0625 

56 

6-6280  7296 

57 

6-9953  0401 

58 

7-3692  6096 

59 

7-7500  0561 

60 

8-1376  0000 

61 

8-5321  0641 

62 

8-9335  8736 

63 

9-3421  0561 

64 

9-7577  2416 

65 

10-1805  0625 

66 

10-6105  1536 

67 

11-0478  1521 

63 

11-4924  6976 

69 

11-9445  4321 

70 

12-4041  0000 

71 

12-8712  0481 

72 

13-3459  2256 

73 

13-8283  1841 

74 

14-3184  5776 

75 

14-8164  0625 

76 

15-3222  2976 

77 

15-8359  9441 

78 

16-3577  6656 

79 

16  8876  1281 

80 

17-4256  0000 

81 

17-9717  9521 

82 

18-5262  6576 

83 

19-0890  7921 

84 

19-6603  0336 

85 

20-2400  0625 

86 

20-8282  5616 

87 

21-4251  2161 

88 

22-0306  7136 

89 

22-6449  7441 

90 

23-2681  0000 

91 

23-9001  1761 

92 

24-5410  9696 

93 

25-1911  0801 

94 

25-8502  2096 

95 

26-5185  0625 

96 

271960  3456 

97 

27-8828  7681 

98 

28-5791  0416 

99 

29-2847  8801 

3-00 

+  300000  0000 

^.W 


3-00 

+  30-0000  0000 

01 

30-7248  1201 

02 

31-4592  9616 

03 

32-2035  2481 

04 

32-9575  7056 

05 

33-7215  0625 

06 

34-4954  0496 

07 

35-2793  4001 

08 

36-0733  8496 

09 

36-8776  1361 

10 

37-6921  0000 

li 

38-5169  1841 

12 

39-3521  4336 

13 

401978  4961 

14 

41-0541  1216 

15 

41-9210  0625 

16 

42-7986  0736 

17 

43-6869  9121 

18 

44-5862  3376 

19 

45-4964  1121 

20 

46-4176  0000 

21 

47-3498  7681 

22 

48-2933  1856 

23 

49-2480  0241 

24 

50-2140  0576 

25 

51-1914  0625 

26 

52-1802  8176 

27 

53-1807  1041 

28 

54-1927  7056 

29 

55-2165  4081 

30 

56-2521  0000 

31 

57-2995  2721 

32 

58-3589  0176 

33 

59-4303  0321 

34 

60-5138  1136 

35 

61-6095  0625 

36 

62-7174  6816 

37 

63.8377  7761 

38 

64-9705  1536 

39 

66-1157  6241 

40 

67-2736  0000 

41 

68-4441  0961 

42 

69-6273  7296 

43 

70-8234  7201 

44 

72-0324  8896 

45 

73-2545  0625 

46 

74-4896  0656 

47 

75-7378  7281 

48 

76-9993  8816 

49 

78-2742  3601 

3-50 

+  79-5625  0000 

If,{^) 


3-50 

+  79-5625  0000 

51 

80-8642  6401 

52 

82-1796  1216 

53 

83-5086  2881 

54 

84-8513  9856 

55 

86-2080  0625 

56 

87-5785  3696 

57 

88-9630  7601 

58 

90-3617  0896 

59 

91-7745  2161 

60 

93-2016  0000 

61 

94-6430  3041 

62 

96-0988  9936 

63 

97-5692  9361 

64 

99-0543  0016 

65 

100-5540  0625 

66 

102-0684  9936 

67 

103-5978  6721 

68 

105-1421  9776 

69 

106-7015  7921 

70 

108-2761  0000 

71 

109-8658  4881 

72 

111-4709  1456 

73 

113-0913  8641 

74 

114-7273  5376 

75 

116-3789  0625 

76 

118-0461  3376 

77 

119-7291  2641 

78 

121-4279  7456 

79 

123-1427  6881 

80 

124-8736  0000 

81 

126-6205  5921 

82 

128-3837  3776 

83 

130-1632  2721 

84 

131-9591  1936 

85 

133-7715  0625 

86 

135-6004  8016 

87 

137-4461  3361 

88 

139-3085  5936 

89 

141-1878  5041 

90 

143-0841  0000 

91 

144-9974  0161 

92 

146-9278  4896 

93 

148-8755  3601 

94 

150-8405  5696 

95 

152-8230  0625 

96 

154-8229  7856 

97 

156-8405  6881 

98 

158-8758  7216 

99 

160-9289  8401 

4-00 

f  163-0000  0000 

26 

202 
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X 

000 
01 
02 
03 

04 
05 
06 
07 
08 
09 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
0-50 


^5(-^) 


'5 

0-0000 

1499 

2999 

4497 

5993 

7487 

0-8978 

1-0465 

1948 

3427 

4900 

6367 

7827 

1'9280 

2-0726 

2163 

3591 

5010 

6418 

7816 

2-9203 

3-0577 

1940 

3289 

4625 

5947 

7254 

8546 

3-9822 

4-1081 

2324 

3549 

4756 

5945 

7115 

8265 

4-9394 

5-0504 

1592 

2658 

3702 

4723 

5721 

6696 

7646 

8572 

5-9472 

60347 

1195 

2017 

6-2812 


0000  00 
9000  01 
2000  32 
3002  43 
6010  24 
5031  25 
4077  76 
7168  07 
8327  68 
1590  49 
1000  00 
0610  51 
4488  32 
6712  93 
1378  24 
2593  75 
4485  76 
1198  57 
6895  68 
5760  99 
2000  00 
9841  01 
3536  32 
7363  43 
5626  24 
2656  25 
2813  76 
0489  07 
0103  68 
6111  49 
3000  00 
5291  51 
7544  32 
4353  93 
0354  24 
0218  75 
8661  76 
0439  57 
0351  68 
3241  99 
4000  00 
7562  01 
8912  32 
3084  43 
5162  24 
0281  25 
3629  76 
0450  07 
6039  68 
5752  49 
5000  00 


0-50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 

1-00 


^5W 


'5 

•  6-2812 
3579 
4319 
5030 
5712 
6365 
6989 
7582 
8145 
8677 
9177 
6-9646 
7-0083 
0487 
0859 
1197 
1502 
1773 
2010 
2213 
2380 
2513 
2610 
2671 
2696 
2685 
2637 
2553 
2431 
2273 
2076 
1842 
1570 
1260 
0911 
0524 
7-0098 
6  9633 
9130 
8587 
8004 
7383 
6722 
6021 
5280 
4500 
3680 
2820 
1920 
0980 
6-0000 


5000  00 

9252  51 
4040  32 
4954  93 
7650  24 
7843  75 
1317  76 
3920  57 
1567  68 
0242  99 
6000  00 
4963  01 
3328  32 
7365  43 
3418  24 
7906  25 
7325  76 
8251  07 
7335  68 
1313  49 
7000  00 
1293  51 
1176  32 
3715  93 
6066  24 
5468  75 

9253  76 
4841  57 
9743  68 
1563  99 
8000  00 
6844  01 
5984  32 
3406  43 
7194  24 
5531  25 
6701  76 
9092  07 
1191  68 
1594  49 
9000  00 
2214  51 
0152  32 
1836  93 
6402  24 
3093  75 
1269  76 
0402  57 
0079  68 
0004  99 
0000  00 


X 

1-00 
01 
02 
03 
04 
05 
06 
07 
08 
09 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 

1-50 


^5W 


^sW 


~  60000  0000  00 
5-8980  0005  01 
5-7920  0080  32 
5-6820  0407  43 
5-5680  1290  24 
5-4500  3156  25 
5-3280  6557  76 
5-2021  2173  07 
5-0722  0807  68 
4-9383  3395  49 
4-8005  1000  00 
4-6587  4815  51 
4-5130  6168  32 
4-3634  6517  93 
4-2099  7458  24 
4-0526  0718  75 
38913  8165  76 
3-7263  1803  57 
3-5574  3775  68 
3-3847  6365  99 
3-2083  2000  00 
3-0281  3246  01 
2-8442  2816  32 
26566  3568  43 
2-4653  8506  24 
2-2705  0781  25 
2-0720  3693  76 
1-8700  0694  07 
1-6644  5383  68 
1-4554  1516  49 
1-2429  3000  00 
1-0270  3896  51 
0-8077  8424  32 
0-5852  0958  93 
0-3593  6034  24 

—  0-1302  8343  75 

+  01019  7258  24 
0-3373  5755  43 
0-5758  1968  32 
08173  0553  01 
1-0617  6000  00 
1-3091  2632  99 
1-5593  4607  68 
1-8123  5910  57 
2-0681  0357  76 
23265  1593  75 
2-5875  3090  24 
2-8510  8144  93 
31170  9880  32 
3-3855  1242  51 

+  3-6562  5000  00 


1-50 

+  3-6562  5000  00 

51 

3-9292  3742  49 

52 

4-2043  9879  68 

53 

4-4816  5640  07 

54 

4-7609  3069  76 

55 

5-0421  4031  25 

56 

5-3252  0202  24 

57 

5-6100  3074  43 

58 

5-8965  3952  32 

59 

6-1846  3952  01 

60 

6-4742  4000  00 

61 

6-7652  4831  99 

62 

7-0575  6991  68 

63 

7  3511  0829  57 

64 

7-6457  6501  76 

65 

7-9414  3968  75 

66 

8-2380  2994  24 

67 

8-5354  3143  93 

68 

8-8335  3784  32 

69 

91322  4081  51 

70 

9-4314  3000  00 

71 

9-7309  9301  49 

72 

10-0308  1543  68 

73 

10-3307  8079  07 

74 

10-6307  7053  76 

75 

10-9306  6406  25 

76 

11-2303  3866  24 

77 

11-5296  6953  43 

78 

11--8285  2976  32 

79 

12  1267  9031  01 

80 

12-4243  2000  00 

81 

12-7209  8550  99 

82 

13-0166  5135  68 

83 

13-3111  7988  57 

84 

13-6044  3125  76 

85 

13-8962  6343  75 

86 

14-1865  3218  24 

87 

14-4750  9102  93 

88 

14-7617  9128  32 

89 

15-0464  8200  51 

90 

15-3290  1000  00 

91 

15-6092  1980  49 

92 

15-8869  5367  68 

93 

16-1620  5158  07 

94 

16-4343  5117  76 

95 

16-7036  8781  25 

96 

16-9698  9450  24 

97 

17-2328  0192  43 

98 

17-4922  3840  32 

99 

17-7480  2990  01 

200 

-f  18-0000  0000  00 

203 


Polynomiet  —x^-\-lOx^—  \5x. 


^5^ 


^sW 


200 

+  18-0000  0000  00 

2-50 

01 

182479  6989  99 

51 

02 

18  4917  5839  68 

52 

03 

18  7311  8187  57 

53 

04 

18-9660  5429  76 

54 

05 

19-1961  8718  75 

55 

06 

19-4213  8962  24 

56 

07 

19-6414  6821  93 

57 

08 

19-8562  2712  32 

58 

09 

20-0654  6799  51 

59 

10 

20-2689  9000  00 

60 

11 

20-4665  8979  49 

61 

12 

20-6580  6151  68 

62 

13 

20-8431  9677  07 

63 

14 

21-0217  8461  76 

64 

15 

21-1936  1156  25 

65 

16 

21-3584  6154  24 

66 

17 

21-5161  1591  43 

67 

18 

216663  5344  32 

68 

19 

21-8089  5029  01 

69 

20 

21-9436  8000  00 

70 

21 

22-0703  1348  99 

71 

22 

22-1886  1903  68 

72 

23 

22-2983  6226  57 

73 

24 

22-3993  061^76 

74 

25 

22-4912  1093  75 

75 

26 

22-5738  3426  24 

76 

27 

22-6469  3100  93 

77 

28 

22-7102  5336  32 

78 

29 

22-7635  5078  51 

79 

30 

22-8065  7000  00 

80 

31 

22-8390  5498  49 

81 

32 

22-8607  4695  68 

82 

33 

22-8713  8436  07 

83 

34 

22-8707  0285  76 

84 

35 

22-8584  3531  25 

85 

36 

22-8343  1178  24 

86 

37 

22-7980  5950  43 

87 

38 

22-7424  0288  32 

88 

39 

22-6880  6348  01 

89 

40 

22-6137  6000  00 

90 

41 

22-5262  0827  99 

91 

42 

2^-4251  2127  68 

92 

43 

22-3102  0905  57 

93 

44 

22-1811  7877  76 

94 

45 

22-0377  3468  75 

95 

46 

21-8795  7810  24 

96 

47 

21-7064  0739  93 

97 

48 

21-5179  1800  32 

98 

49 

21-3138  0237  51 

99 

2-50 

4-  21-0937  5000  00 

3-00 

-j-  21-0937  5000  00 

20;8574  4737  49 

20-6045  7799  68 

20-3348  2235  07 

20-0478  5789  76 

19-7433  5906  25 

19-4209  9722  24 

19-0804  4069  43 

18-7213  5472  32 

18-3434  0147  01 

17-9462  4000  00 

17-5295  2626  99 

17-0929  1311  68 

16-6360  5024  57 

16-1585  8421  76 

15-6601  5843  75 

15-1404  1314  24 

14-5989  8538  93 

14-0355  0904  32 

13-4496  1476  51 

12-8409  3000  00 

12-2090  7896  49 

11-5536  8263  68 

10-8743  5874  07 

10-1707  2173  76 

9-4423  8281  25 

8-6889  4986  24 

7-9100  2748  43 

7-1052  1696  32 

6-2741  1626  01 

5-4163  2000  00 

45314  1945  99 

3-6190  0255  68 

2-6786  5383  57 

1  7099  5445  76 

+  0-7124  8218  75 

—  0-3141  8861  76 
1-3704  8702  07 
2-4568  4551  68 
3-5737  0004  49 
4-7214  9000  00 
5-9006  5824  51 
7-1116  5112  32 
8-3549  1846  93 
9-6309  1362  24 

10-9400  9343  75 
12-2829  1829  76 
13-6598  5212  57 
15-0713  6239  68 
16-5179  2014  99 

—  18-0000  0000  00 


X 

3-00 
01 
02 
03 
04 
05 
06 
07 
08 
09 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 

3-50 


18-0000  0000  00 

195180  8015  01 

21-0726  4240  32 

22-6641  7217  43 

24-2931  5850  24 

25-9600  9406  25 

276654  7517  76 

29-4098  0183  07 

31-1935  7767  68 

33-0173  1005  49 

34-8815  1000  00 

36-7866  f1225  51 

38-7333  7528  32 

40  7220  8127  93 

42-7533  3618  24 

44-8276  6968  75 

46-9456  1525  76 

49-1077  1013  57 

51-3144  9535  68 

53-5665  1575  99 

55-8643  2000  00 

58-2084  6056  01 

60-5994  9376  32 

63-0379  7978  43 

65-5244  8266  24 

68-0595  7031  25 

70-6438  1453  76 

73-2777  9104  07 

75-9620  7943  68 

78  6972  6326  49 

81-4839  3000  00 

84-3226  7106  51 

87-2140  8184  32 

90-1587  6168  93 

93-1573  1394  24 

962103  4593  75 

99-3184  6901  76 

102-4822  9854  57 

105-7024  5391  68 

108-9795  5856  99 

112-3142  4000  00 

115-7071  2977  01 

119-1588  6352  32 

122-6700  8099  43 

126-2414  2602  24 

129-8735  4656  25 

133-5670  9469  76 

137*3227  2665  07 

141-1411  0279  68 

145-0228  8767  49 

148-9687  5000  00 


X 

^sW 

3-50 

—  148-9687  5000  00 

51 

1529793  6267  51 

52 

1570554  0280  32 

53 

161-1975  5169  93 

54 

165-4064  9490  24 

55 

169-6829  2218  75 

56 

1740275  2757  76 

57 

178-4410  0935  57 

58 

182-9240  7007  68 

59 

187-4774  1657  99 

60 

192-1017  6000  00 

61 

196-7978  1578  01 

62 

201-5663  0368  32 

63 

206-4079  4780  43 

64 

211-3234  7658  24 

65 

216-3136  2281  25 

66 

221-3791  2365  76 

67 

226  5207  2066  07 

68 

231-7391  5975  68 

69 

237-0351  9128  49 

70 

242  4095  7000  00 

71 

247-8630  5508  51 

72 

253-3964  1016  32 

73 

2590104  0330  93 

74 

2647058  0706  24 

75 

270-4833  9843  75 

76 

276-3439  5893  76 

77 

282-2882  7456  57 

78 

288-3171  3583  68 

79 

294-4313  3778  99 

80 

300-6316  8000  00 

81 

306-9189  6659  01 

82 

313-2940  0624  32 

83 

3197576  1221  43 

84 

326-3106  0234  24 

85 

332-9537  9906  25 

86 

339-6880  2941  76 

87 

346-5141  2507  07 

88 

353-4329  2231  68 

89 

360-4452  6209  49 

90 

367-5519  9000  00 

91 

374-7539  5629  51 

92 

382-0520  1592  32 

93 

3894470  2851  93 

94 

396-9398  5842  24 

95 

404-5313  7468  75 

96 

412-2224  5109  76 

97 

420-0139  6617  57 

98 

427-9068  0319  68 

99 

435-9018  5019  99 

4-00 

—  444-0050  0000  00 

26* 

204 


Polynomiet  x"—\5x^  +  45x^  —  15. 


//,  i.v) 


H,  (^-) 


0-00 

—  150000  0000  0000 

0-50 

01 

14-9955  0014  9999 

51 

02 

149820  0239  9936 

52 

03 

14-9595  1214  9271 

53 

04 

14-9280  3839  5904 

54 

05 

14-8875  9373  4375 

55 

06 

14-8381  9435  3344 

56 

07 

14-7798  6003  2351 

57 

08 

14-7126  1413  7856 

58 

09 

14-6364  8361  8559 

59 

10 

14-5514  9900  0000 

60 

11 

14-4576  9437  8439 

61 

12 

14-3551  0741  4016 

62 

13 

14  2437  7932  3191 

63 

14 

14-1237  5487  0464 

64 

15 

13-9950  8235  9375 

65 

16 

13-8578  1362  2784 

66 

17 

13-7120  0401  2431 

67 

18 

13-5577  1238  7776 

68 

19 

13-3950  0110  4119 

69 

20 

13-2239  3600  0000 

70 

21 

13-0445  8638  3879 

71 

22 

12-8570  2502  0096 

72 

23 

12-6613  2811  4111 

73 

24 

12-4575  7529  7024 

74 

25 

12-2458  4960  9375 

75 

26 

12-0262  3748  4224 

76 

27 

11-7988  2872  9511 

77 

28 

11-5637  1650  9696 

78 

29 

11-3209  9732  6679 

79 

30 

11-0707  7100  0000 

80 

31 

10-8131  4064  6319 

81 

32 

10-5482  1265  8176 

82 

33 

10-2760  9668  2031 

83 

34 

9-9969  0559  5584 

84 

35 

9-7107  5548  4375 

85 

36 

9-4177  6561  7664 

86 

37 

9-1180  5842  3591 

87 

38 

8-8117  5946  3616 

88 

39 

84989  9740  6239 

89 

40 

8-1799  0400  0000 

90 

41 

7-8546  1404  5759 

91 

42 

7-5232  6536  8256 

92 

43 

7-1859  9878  6951 

93 

44 

6-8429  5808  6144 

94 

45 

6-4942  8998  4375 

95 

46 

6-1401  4410  3104 

96 

47 

5-7806  7293  4671 

97 

48 

5-4160  3180  9536 

98 

49 

5-0463  7886  2799 

99 

9-50 

—  4-6718  7500  0000 

1-00 

+ 


4-6718  7500  0000 

4-2926  8386  2199 

3-9089  7179  0336 

3-5209  0778  8871 

3-1286  6348  8704 

2-7324  1310  9375 

2-3323  3342  0544 

1-9286  0370  2751 

1-5214  0570  7456 

1-1109  2361  6359 

0-6973  4400  0000 

0-2808  5577  5639 

01383  4983  5584 

0-5600  7935  2209 

0-9841  3707  6736 

1-4103  2514  0625 

1-8384  4355  0016 

2-2682  9023  2169 

2-6996  6108  2624 

3-1323  5001  3081 

3-5661  4900  0000 

4-0008  4813  3921 

4-4362  3566  9504 

4-8720  9807  6289 

5-3082  2009  0176 

5-7443  8476  5625 

6-1803  7352  8576 

6-6159  6623  0089 

7-0509  4120  0704 

7-4850  7530  5521 

7-9181  4400  0000 

8-3499  2138  6481 

8-7801  8027  1424 

9  2086  9222  3369 

9-6352  2763  1616 

10-0595  5576  5625 

10-4814  4483  5136 

10-9006  6205  1009 

11-3169  7368  6784 

11-7301  4514  0961 

12-1399  4100  0000 

12-5461  2510  2041 

12-9484  6060  1344 

13-3467  1003  3449 

13-7406  3538  1056 

14-1299  9814  0625 

145145  5938  9696 

14-8940  7985  4929 

15-2683  1998  0864 

15-6370  3999  9401 

+  16-0000  0000  0000 


X 

1-00 
01 
02 
03 
04 
05 
06 
07 
08 
09 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
i  1-50 


H^{x) 


+  160000  0000  0000 
16-356816000  0601 
167076  8001  9264 
17-0519  2014  6529 
17-3894  4061  8496 
17-7200  0189  0625 
18-0433  6471  2256 
18-3592  9020  1849 
18-6675  3992  2944 
18-9678  7596  0841 
19-2600  6100  0000 
19-5438  5840  2161 
19  8190  3228  5184 
20-0853  4760  2609 
20-3425  7022  3936 
20-5904  6701  5625 
20-8288  0592  2816 
21-0573  5605  1769 
21-2758  8775  3024 
21-4841  7270  5281 
21-6819  8400  0000 
21-8690  9622  6721 
22-0452  8555  9104 
22-2103  2984  1689 
22-3640  0867  7376 
22-5061  0351  5625 
22-6363  9774  1376 
22-7546  7676  4689 
22-8607  2811  1104 
22-9543  4151  2721 
230353  0900  0000 
23-1034  2499  4281 
23-1584  8640  1024 
23-2002  9270  3769 
23-2286  4605  8816 
23-2433  5139  0625 
23-2442  1648  7936 
23-2310  5210  0609 
23-2036  7203  7184 
23-1618  9326  3161 
23-1055  3600  0000 
23-0344  2382  4841 
22-9483  8377  0944 
22-8472  4642  8849 
22-7308  4604  8256 
22-5990  2064  0625 
22-4516  1208  2496 
22-2884  6621  9529 
22-1094  3297  1264 
21-9143  6643  6601 

-f-  21-7031  2500  0000 


^6  {^) 


1-50 

+  21-7031  2500  0000 

51 

21-4755  7143  8401 

52 

21-2315  7302  8864 

53 

20-9710  0165  6929 

54 

20-6937  3392  5696 

55 

203996  5126  5625 

56 

20-0886  4004  5056 

57 

19-7605  9168  1449 

58 

19-4154  0275  3344 

59 

19-0529  7511  3041 

60 

18  6732  1600  0000 

61 

18-2760  3815  4961 

62 

17-8613  5993  4784 

63 

17-4291  0542  8009 

64 

16-9792  0457  1136 

65 

16.5115  9326  5625 

66 

16-0262  1349  5616 

67 

15-5230  1344  6369 

68 

15-0019  4762  3424 

69 

14-4629  7697  2481 

70 

13-9060  6900  0000 

71 

13-3311  9789  4521 

72 

12-7383  4464  8704 

73 

12-1274  9718  2089 

74 

11-4986  5046  4576 

75 

10-8518  0664  0625 

76 

10-1869  7515  4176 

77 

95041  7287  4289 

78 

8-8034  2422  1504 

79 

80847  6129  4921 

80 

7-3482  2400  0000 

81 

6-5938  6017  7081 

82 

5  8217  2573  0624 

83 

5-0318  8475  9169 

84 

42244  0968  6016 

85 

'3-3993  8139  0625 

86 

2-5568  8934  0736 

87 

1-6970  3172  5209 

88 

+  0  8199  1558  7584 

89 

—  0  0743  4303  9639 

90 

0-9856  1900  0000 

91 

1-9137  7787  7359 

92 

2-8586  J585  9456 

93 

3-8201  5960  0751 

94 

4  7980  6608  4544 

95 

5-7922  2248  4375 

96 

6-8024  4602  4704 

97 

7-8285  4384  0871 

98 

8-8703  1283  8336 

99 

9-9275  3955  1199 

2-00 

—  ll-OOOO  0000  0000 
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Polynomiet  x*^  — 15  x^  f  45x2 


15. 


//fi  (x) 


2-00 
01 

02 
03 
04 
05 
06 
07 
08 
09 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
2-50 


11-0000  0000  0000 
12-0874  5954  8799 
13-1896  7276  1536 
14-3063  8325  7671 
15-4373  2356  7104 
165822  1498  4375 
17-7407  6742  2144 
18-9126  7926  3951 
20  0976  3721  6256 
21-2953  1615  9759 
22-5053  7900  0000 
23-7274  7651  7239 
24-9612  4721  5616 
26-2063  1717  1591 
274622  9988  1664 
28-7287  9610  9375 
30-0053  9373  1584 
31-2916  6758  4031 
32-5871  7930  6176 
33-8914  7718  5319 
35-2040  9600  0000 
36-5245  5686  2679 
37-8523  6706  1696 
39-1870  1990  2511 
40-5279  9454  8224 
41-8747  5585  9375 
43-2267  5423  3024 
44-5834  2544  1111 
45-9441  9046  8096 
47-3084  5534  7879 
48-6756  1100  0000 
500450  3306  5119 
51-4160  8173  9776 
52*7881  0161  0431 
54-1604  2148  6784 
55-5323  5423  4375 
56-9031  9660  6464 
58-2722  2907  5191 
596387  1566  2016 
61-0019  0376  7439 
62-3610  2400  0000 
63-7152  9000  4559 
65-0638  9828  9856 
66-4060  2805  5351 
67-7408  4101  7344 
69-0674  8123  4375 
703850  7493  1904 
71-6927  3032  6271 
729895  3744  7936 
74-2745  6796  3999 
75-5468  7500  0000 


X  H^  {x) 

2-50  -  755468  7500  0000 

51  76-8054  9296  0999 

52  78  0494  3735  1936 

53  1^-2111  0459  7271 

54  80-4892  7185  9904 

55  81-6830  9685  9375 

56  82-8581  1768  9344 

57  84-0132  5263  4351 

58  85-1473  9998  5856 

59  86-2594  3785  7559 

60  87-3482  2400  0000 
■  61  88-4125  9561  4439 

62  89-4513  6916  6016 

63  90-4633  4019  6191 

64  91-4472  8313  4464 

65  92-4019  5110  9375 

66  93-3260  7575  8784 

67  94-2^83  6703  9431 
68^  95-0775  1303  5776 

69  95-90217976  8119 

70  96-6910  1100  0000 

71  97-4426  2804  4879 

72  98  1556  2957  2096 

73  98-8285  91412111 

74  99-4600  6636  1024 

75  1000485  8398  4375 

76  100-5926  5042  0224 

77  101-0907  4818  1511 

78  101-5413  3595  7696 

79  101-9428  48415679 

80  102-2936  9600  0000 

81  102-5922  6473  2319 

82  102-8369  1601  0176 

83  103-0259  8640  5031 

84  103-1577  8745  9584 

85  103-2306  0548  4375 

86  103-2427  0135  3664 

87  103-1923  1030  0591 

88  103-0776  4171  1616 

89  1028968  7892  0239 

90  102-6481  7900  0000 

91  102-3296  7255  6759 

92  101-9394  6352  0256 

93  101-4756  2893  4951 

94  100-9362  1875  0144 

95  100-3192  5560  9375 

96  996227  3463  9104 

97  98-8446  2323  6671 

98  97-9828  6085  7536 

99  97-0353  5880  1799 
3-00  —  96-0000  0000  0000 
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■0000  0000  0000 
-8746  3879  8199 
6571  0074  2336 
3451  8236  18^1 
-9366  5095  2704 
4292  4435  9375 
-8206  7075  6544 
1086  0842  9751 
2907  0555  5456 
-3645  7998  0359 
3278  1900  0000 
1779  7913  6639 
9125  8591  6416 
5291  3364  5791 
0250  8518  7264 
-3978  7173  4375 
-6448  9258  5984 
-7635  1491  9831 
7510  7356  5376 
-6048  7077  5919 
3221  7600  0000 
9002  2565  2079 
-3362  2288  2496 
-6273  3734  6711 
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7634  2773  4375 
6025  7340  7424 
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8082  3224  7296 
1687  0790  8479 
-3635  3100  0000 
•3895  9482  4519 
•2437  5708  0576 
•0771  6037  5369 
•5763  7176  7616 
•2571  2764  0625 
1227  1509  9136 
1764  5804  9009 
4217  1743  8784 
8618  9150  1961 
5004  1600  0000 
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6941  1485  3696 
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77 
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78 
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79 
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80 

518-0323  8400  0000 

81 

536-2584  6665  8281 

82 

554-8644  1504  9024 

83 

573-8555  1873  0769 

84 

593-2371  1619  4816 

85 

613-0145  9514  0625 

86 

633-1933  9275  1936 

87 

653-7789  9597  3609 

88 

674-7769  4178  9184 

89 

696-1928  1749  9161 

90 

718-0322  6100  0000 

91 

740-3009  6106  3841 

92 

763  0046  5761  8944 

93 

786-1491  4203  0849 

94 

809-7  402  5738  4256 

95 

833-7838  9876  5625 

96 
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97 
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98 

908*6897  1592  3264 

99 

934-6034  6224  7601 

4*00 

+  961-0000  0000  0000 

THESES. 


Medens  man  i  Almindelighed  i  Mathematiken  nøje  maa  undersøge  Rækkers  Konvergens- 
forhold og  vel  vogte  sig  for  Rækker,  hvis  Konvergensforhold  ikke  kendes,  er  Forholdene  helt 
anderledes,  naar  det  drejer  sig  om  anvendt  Mathematik.  Her  er  Problemerne  nemhg  i  Reglen 
saa  svære,  at  man  af  Nødvendigheden  tvinges  til  at  slaa  af  paa  Fordringerne  til  Stringensen 
for  overhovedet  at  naa  et  Resultat,  og  man  maa  da  bedømme  den  paagældende  Rækkes 
Brugbarhed  —  ikke  efter  dens  Konvergensforhold  —  men  efter,  om  et  ringe  Antal  af  dens 
første  Led  er  tilstrækkelige  til  at  fremstille  det  ønskede  Resultat  med  tilstrækkelig  Nøjagtighed. 
En  saadan  raa  Undersøgelse  af  vanskelige  Problemer  kan  forøvrigt  hyppigt  være  nyttig  til  at 
trække  de  store  Linjer  op  og  gøre  sig  et  Skøn  om  Forholdene;  den  rene  Mathematik  faar 
derefter   den    Opgave  nøje  at  begrunde  de  opnaaede  Resultater  og  angive  disses  Begrænsning. 


Ved  Opstillingen  af  selekte  Dødehgshedstavler  nøjes  man  i  Reglen  med  at  tage  Hensyn 
til  Udvælgelsen  i  de  første  c.  lo  Forsikringsaar,  hvorefter  man  danner  en  »Sluttavle«.  Denne 
Methode,  der  —  ligesom  andre  analoge  Sammenslutninger  af  Slutiagttagelser  i  den  ofticielle 
Statistik  —  vel  nærmest  skyldes  Magehghedshensyn  hos  Iagttageren,  bør  ubetinget  opgives, 
da  det  først  saa  vil  være  muligt  at  gennemføre  en  korrekt  analytisk  Udjævning  af  selekte 
Dødelighedserfaringer.  I  saa  Henseende  betegne  de  nye  østrigske  samt  de  nye  svenske 
Maalinger  et  betydeligt  Fremskridt. 

3- 

Den  Planckske  Straalingslov,  der  bestemmer  Fordelingen  af  Intensiteten  i  et  Spektrum, 
er  næppe  tilstrækkelig  experimentelt  begrundet. 

4. 
Ved  anthropometriske  Maalinger  har  man  bevaret  den  fra  Retzius  (1840)  hidrørende 
Sædvane  kun  at  angive  den  saakaldte  »Hovedindex« ;  denne  Fremgangsmaade,  der  paa  lagt- 
tagelseslærens  daværende  Standpunkt  var  forsvarlig,  bør  nu  opgives,  idet  man  bør  maale  baade 
Hovedets  Længde  og  Bredde  og  arbejde  med  todimensionale  Iagttagelser,  Naar  saaledes 
Fischer  i  Handworterbuch  der  Naturwissenschaften  Bd.  8  p  841   i  Anledning  af  Hovedets  Maa- 

ling   siger:    » auf  die  Verhaltniszahlen  kommt  es  also  an«,  er  dette  saa  galt  som  vel 

muligt ;  det  kunde  med  lige  saa  god  Ret  hedde :   » auf  die  Verhaltniszahlen  kommt 

es  nicht  an«.  Imidlertid  er  det  næsten  lige  saa  uheldigt  uden  nogensomhelst  Motivering 
at  indføre  »Formtal«  og  »Størrelsestal«  til  at  karakterisere  Hovedets  Form  og  Størrelse,  naar 
Navnene  er  valgt  i  den  Grad  paa  maa  og  faa,  at  det  ikke  er  muligt  at  se  nogen  Sammenhæng 
mellem  Navnet  og  det,  det  skal  karakterisere. 

5- 
De   af  van    fHoff  og    Arrhenius  angivne  Love  for  Reaktionshastighedens  Afhængighed    af 
Temperaturen  ved  kemiske  Processer  har,  som  Krogh  har  vist,  kun  betinget  Gyldighed  for  bio- 


2o8 

kemiske  Stofskifteprocesser.  Her  gælder  imidlertid  en  med  den  i  Dødelighedsstatistiken  under 
Navnet  Makehams  Formel  kendte,  analog  Formel 

y  ^^  a  •\-  b(^ 

hvor   /  er  Temperaturen  og  y  Reaktionshastigheden. 

Denne  Lov  gælder  for  det  respiratoriske  Stofskifte  baade  for  Vertebrater  (Hunde,  Fisk; 
Iagttagelser  af  Krogh)  og  for  Evertebrater  (Tenebriopupper ;  Krogh.  Culexlarver;  EUinger)\ 
endvidere  gælder  den  for  Hæmolyse,  for  Agglutination  og  lignende  Fænomener  (Iagttagelser 
i  Seruminstitutets  Beretninger  1906:  Madsen  og  Walbum). 

6. 

For  Mætningsforholdet  for  Hæmoglobin  med  Ilt  har  Hill  opstillet  følgende  Formel : 

y     kx'^ 

100         I  +  kx'^ 

hvor  y  er  Mætningsforholdet  i  p.  Ct.  og  x  Ilttrykket,  medens  k  og  n  er  Konstanter.  Denne 
Formel,  der  ikke  af  Hill  har  faaet  nogen  acceptabel  Begrundelse,  er  sikkert  ikke  rigtig,  selv 
om  den  har  vist  sig  brugbar  i  Praxis,  hvad  der  vel  væsentligt  hidrører  fra,  at  Iagttagelserne 
er  meget  usikre.     Et  bedre  Resultat  vil  man  faa  ved  Formlen 


=    L     M       "       I 


I 


'  dx, 


der  ogsaa  fra  et  theoretisk  Standpunkt  er  mere  tiltalende. 

7. 
Til   Bedømmelse    af  Godheden  af  en  Udjævning  »efter  mindste  Kvadraters  Methode  haves 
kun  Kvadratsummens  Størrelse.   »Fortegnskriteriet«,  der  af  Steffensen  gentagrfe  Gange  er  fremholdt 
som  det  vigtigste,    har  intet  med  Udjævningen  som  saadan  at  gøre;   det  kan  højst  tjene  til  at 
oplyse  os  om,  hvorvidt  vi  har  valgt  en  meningsløs  Theori  eller  ej. 

8. 
I  Phil.  Trans.  Vol.  186  p.  394  skriver  Pearson:  »The  question  may  be  raised,  how  are 
we  to  discriminate  between  a  true  curve  of  skew  type  and  a  compound  curve,  supposing  we 
have  no  reason  to  suspect  our  Statistics  a  priori  of  mixture.  I  have  at  present  been  unable 
to  find  any  general  condition  among  the  moments,  which  would  be  imposible  for  a  skew 
curve,  and  so  indicate  compoundedness.  I  do  not,  however,  despair  of  one  being  found.  It 
is  a  faet,  possibly  of  some  significance,  that  the  best  fitting  skew  curve  to  several  compound 
curves  that  I  have  tested  is  a  curve  of  type  I,  ånd  not  that  of  type  IV,  which  appears  to  be 

the    more    usually    type   in    biological   statistics If  now    we   place   this  skew  curve  (af 

Type    I)    and   the   compound   curve on   top   of  the   observations ,  we    see   at 

once   how   much    better  is   the    fit    of  the    compound  curve A  criterion  of  whether  a 

compound  or  skew  curve  is  to  be  sought  for  ab  initio,  would  be,  however,  of  great  walue«. 
Det  er  ikke  saa  mærkeligt,  at  Pearson  intet  afgørende  Kriterium  har  kunnet  finde,  thi  Opgaven 
i  sig  selv  er  meningsløs.  At  en  sammensat  Kurve  kan  tilfredsstille  Iagttagelserne  bedre 
end  en  Kurve  af  Type  I  er  ikke  saa  underligt,  da  den  første  indeholder  6  Konstanter, 
medens  den  sidste  kun  indeholder  5 ;  Pearson  kan  ikke  heraf  gøre  sig  Haab  om  at  finde 
noget  Kriterium. 
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